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Zusammenfassung

Es wurde ein auf der Methode der Finiten Elemente basierendes Simulationsmodell
zur Beschreibung von Wellen- und Str�omungsvorg�angen in K�ustengebieten entwickelt.
Das Modell beschreibt f�ur monochromatischen Seegang und �uber die Tiefe konstante
Str�omung wesentliche E�ekte, wie Refraktion infolge Tiefen�anderung und Str�omung,
Di�raktion, das Brechen von Wellen, welleninduzierte Str�omungen, die �Anderung des
mittleren Wasserspiegels infolge Welleneinusses, Austauschprozesse, Bodenreibung so-
wohl bei den Wellen- als auch den Str�omungsvorg�angen und �Uberutungs- und Trocken-
fallprozesse in K�ustenn�ahe.

Die neu entwickelten Gleichungen zur Beschreibung der Wellenausbreitung, ihrem
Typ nach instation�are Transportgleichungen, erlauben eine geschlossene numerische Be-
handlung. Durch die vorgenommene Erweiterung eines streamline-upwinding-PETROV-
GALERKIN-Verfahren auf vektorwertige Unbekannte entstand ein f�ur allgemeine Trans-
portgleichungen besonders geeignetes Verfahren.

Das vorgestellte computergest�utzte mathematische Modell wird zun�achst anhand
von analytischen und experimentell gewonnen L�osungen diskutiert, um die Richtigkeit
der numerischen Simulation im Rahmen der verwendeten Theorie zu �uberpr�ufen. Die
Leistungsf�ahigkeit und die M�oglichkeiten des entwickelten Modells zur Beschreibung
gro�r�aumigerWellen- und Str�omungsvorg�ange wurden im Anschlu� bei Untersuchungen
sowohl in einer idealisierten Strandtopographie als auch einer nat�urlichen Topographie
gezeigt.



2



Vorwort

Die vorliegende Arbeit wurde durch meine T�atigkeit in den Jahren 1991 bis 1993 am
Institut f�ur Str�omungsmechanik und Elektronisches Rechnen im Bauwesen der Univer-
sit�at Hannover angeregt. Wesentlicher Schwerpunkt meiner Arbeit in dieser Zeit waren
gro�r�aumige Seegangssimulationen im Rahmen des Forschungsprojektes \Optimierung
K�ustenschutz Sylt \.

F�ur die zahlreichen wertvollen Diskussionen in dieser Zeit, seine stetige fachliche
Begleitung im gesamten Verlauf der Arbeit und schlie�lich f�ur die �Ubernahme des Kor-
referates bedanke ich mich besonders bei Herrn Prof. K.-P. Holz.

Am Institut f�ur Bauinformatik wurde mir ab 1994 der Freiraum gew�ahrt, der es mir
erm�oglichte, mich intensiv mit neuen Approximationen des Seegangs- und Str�omungsge-
schehens in K�ustenbereichen zu besch�aftigen. Hierf�ur und f�ur die stetige Unterst�utzung
sowie f�ur die �Ubernahme des Referates m�ochte ich mich besonders bei Herrn Prof. R.
Damrath bedanken.

F�ur sein Interesse und f�ur die �Ubernahme des Korreferates m�ochte ich mich bei
Herrn Prof. W. Zielke bedanken.

F�ur die langj�ahrige gute Zusammenarbeit und die vielen anregenden Gespr�ache so-
wie Hilfestellungen in fachlicher und menschlicher Hinsicht m�ochte ich allen Kolleginnen
und Kollegen sowohl des Instituts f�ur Str�omungsmechanik und Elektronisches Rechnen
im Bauwesen als auch denen des Institutes f�ur Bauinformatik ganz herzlich Dank sa-
gen. Besonders hervorheben m�ochte ich hierbei Herrn H. Arnold, der durch zahlreiche
Diskussionen und kritische Anregungen zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen hat.

Schlie�lich danke ich meiner Familie f�ur das Verst�andnis und die moralische Un-
terst�utzung bei der Entstehung dieser Arbeit.

Peter Milbradt



Inhaltsverzeichnis

Zusammenfassung 1

Vorwort 3

Inhaltsverzeichnis I

1 Einleitung 1

1.1 Allgemeines . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 Gegenw�artiger Stand . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 Zielsetzung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Theoretische Grundlagen 9

2.1 Grundlegende Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2 Vertikal integriertes Str�omungsmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.2.1 Gemittelte Kontinuit�atsgleichung . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2.2 Gemittelte Gleichung der Impulserhaltung . . . . . . . . . . . . 15

2.3 Geschwindigkeitspotential von Wellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.3.1 Grundlegende Annahmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.3.2 Grundlegende Funktionen und Randbedingungen . . . . . . . . 22

2.3.3 Potentialformulierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

I



II INHALTSVERZEICHNIS

2.3.4 Dispersionsbeziehung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3 Mathematische Formulierung der Wellengleichung 31

3.1 Betrachtung der Wellenausbreitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3.2 Dynamische Eigenschaften der Wellenbewegung . . . . . . . . . . . . . 40

3.3 Radiation Stress . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.4 Wellenbrechen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.5 Turbulenzerscheinungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.6 Reibungsformulierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Anfangs- und Randwerte 57

4.1 Anfangsbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.2.1 Wattstrategie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.2.2 Str�omung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.2.3 Wellen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

5 Numerische Realisierung 63

5.1 Methode der gewichteten Residuen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5.2 Numerische Ortsintegration mit der Methode der Finiten Elemente . . 68

5.2.1 Petrov-Galerkin-Verfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.2.2 Finite Element Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.2.3 Optimale upwinding Parameter . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

5.2.4 Petrov-Galerkin-Approximation der Wellengleichungen . . . . . 75

5.2.5 Petrov-Galerkin-Approximation des Str�omungsmodells . . . . . 79

5.3 Generierung des globalen FEM-Schemas . . . . . . . . . . . . . . . . . 82



INHALTSVERZEICHNIS III

5.4 Einarbeiten der Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.5 Entwicklung eines expliziten Algorithmus . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

5.6 Numerische Zeitintegration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

5.7 Praktische Aspekte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6 Modellveri�kation und Anwendungen 95

6.1 Wellenmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.1.1 Wellenrefraktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

6.1.2 Wellenshoaling . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

6.1.3 Wellenbrechen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

6.1.4 Wellendi�raktion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

6.1.5 Zweidimensionale Anwendung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

6.2 Str�omungsmodell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.2.1 Dispersionstest . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.2.2 Schwallwelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6.2.3 Tidesimulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.3 Gekoppeltes Modell . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

6.3.1 Idealisierte Strandtopographie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

6.3.2 Testfeld Rantum auf Sylt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

7 Zusammenfassung und Ausblick 117

7.1 Zusammenfassung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

7.2 Zuk�unftige Erweiterungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

Literaturverzeichnis 121



IV INHALTSVERZEICHNIS

Abbildungsverzeichnis 124



Kapitel 1

Einleitung

1.1 Allgemeines

F�ur den Entwurf, die Planung und Beurteilung von K�ustenschutzma�nahmen ist die
Kenntnis der hydrodynamischen Gegebenheiten im K�ustenbereich von gro�er Bedeu-
tung. Hier kommt es zu einer �Uberlagerung vielf�altiger physikalischer Prozesse. Sowohl
gezeiten- als auch seegangsinduzierte hydrodynamische E�ekte unterliegen infolge des
achen Wassers einer sehr starken Dynamik. Die Verteilung des Seegangs wird sehr
komplex und eine Beurteilung der damit zusammenh�angenden E�ekte schwer. Speziell
�uben brechende Wellen eine Initialwirkung auf die in der Brandungszone statt�nden-
den Prozesse aus. Die Intensit�at und die Randbedingungen des Wellenbrechens, wie
z.B. der Winkel des Wellenkammes zur K�uste, sind ma�geblich verantwortlich f�ur die
Gr�o�enordnung und die r�aumliche Verteilung der welleninduzierten Str�omung und des
Materialtransports. Die Geschwindigkeiten solcher Str�omungen sind oftmals von gr�o�e-
rer bzw. von gleicher Ordnung wie tide- und windinduzierte Str�omungen. Im Gegensatz
zu den Seegangserscheinungen auf den freien und tiefen Ozeanen besteht im achen
Wasser eine starke Abh�angigkeit der Hydrodynamik und speziell des Seegangs von den
topographischen Verh�altnissen.

Im Rahmen des K�usteningenieurwesens haben neben statistischen Untersuchungen
und physikalischen Experimenten in den letzten Jahren mathematisch-numerische Mo-
delle zur Beschreibung der hydrodynamischen Verh�altnisse ihren festen Platz gefunden.
Ausgehend von dem immer besseren Verst�andnis der Naturprozesse w�achst die Bedeu-
tung von Modelluntersuchungen als prognostisches Instrumentarium zur Beurteilung
von Eingri�en in die Natur.

Gerade solche K�ustenabschnitte, in die der Mensch regulierend eingreifen mu�, zeich-
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

nen sich durch die �Uberlagerung einer Vielzahl von Prozessen wie Shoaling, Refrakti-
on, Di�raktion, Wellenbrechen und komplexe Str�omungen aus. Durch das Auftre�en
des Seegangs auf die K�uste werden welleninduzierte Str�omungen, sogenannte nearshore
currents1, erzeugt. Diese beeinussen das Wellenfeld und die Brechvorg�ange zum einen
�uber den Wasserstand und zum anderen durch die Str�omungsgeschwindigkeit.

Der Simulation der oben genannten physikalischen Vorg�ange wurde in der Ver-
gangenheit in zahlreichen wissenschaftlichen Abhandlungen nachgegangen. Eine direk-
te Simulation der hydrodynamischen Vorg�ange auf der Grundlage der physikalischen
Grundgleichungen in ihrer vollen Komplexit�at ist im allgemeinen nicht m�oglich. Die
physikalischen Grundgleichungen stellen eine komplexe nichtlineare Modellvorstellung
der realen Hydrodynamik dar. Neben den mathematischen Rahmenbedingungen, wie
beispielsweise den Nichtlinearit�aten in den Gleichungen, spielt auch die Leistungsf�ahig-
keit heutiger und zuk�unftiger Computer eine wesentliche Rolle bei der Anwendbarkeit
mathematisch-numerischer Modelle. In der numerischen Praxis erfolgt deshalb h�au�g
eine getrennte Betrachtung und Modellierung der physikalischen Vorg�ange (Seegang,
Str�omung, Transportvorg�ange). Jedes dieser Modelle besitzt typische G�ultigkeits- und
Anwendungsbereiche, innerhalb deren sie die physikalischen Prozesse hinreichend gut
beschreiben. Zum Aufbau komplexer Simulationsmodelle wird gr�o�ten Teils auf das von
DE VRIEND [13] vorgeschlagene modulare Konzept zur�uckgegri�en. Dabei werden f�ur
die unterschiedlichen physikalischen Vorg�ange separate numerische Modelle entwickelt
und diese �uber externe Kopplungen verbunden. In der numerischen Praxis f�uhrt dies zu
einer iterativen und damit indirekten Kopplung. Diese Art und Weise der Kopplung hat
zwar gro�e Vorteile bei der Verbindung unterschiedlicher Modellklassen, kann jedoch bei
gro�er zeitlicher Variabilit�at der dynamischen Vorg�ange zu physikalisch unbegr�undeten
Schwingungserscheinungen f�uhren. Eine direkte Kopplung der verschiedenen physika-
lischen Vorg�ange in einer Modellklasse ist daher f�ur sehr komplexe hydrodynamische
Vorg�ange anzustreben.

Ausgehend von der Notwendigkeit der ganzheitlichen Betrachtungsweise bei Eingrif-
fen in die nat�urlichen Gegebenheiten in Form von K�ustenschutzma�nahmen, betragen
die Ausdehnungen der zu betrachtenden Gebiete bis zu 1000km2. Die Gro�r�aumigkeit
der betrachteten Prozesse bewirkt auf Grund der Leistungsf�ahikeit der heutigen und
wohl auch noch der n�achsten Rechnergeneration eine Ausgrenzung von hochau�osenden
Modellen und eine Einschr�ankung der G�ultigkeitsbereiche.

F�ur die Beschreibung der gro�r�aumigen Str�omungen wird im allgemeinen von den
NAVIER-STOKES-Gleichungen ausgegangen und es werden tiefenintegrierte Betrach-
tungsweisen verwendet. Die entstehenden partiellen Di�erentialgleichungen k�onnen mit
der Methode der Finiten Elemente, der Finiten Volumen oder der Methode der Finiten

1In der Arbeit werden, wenn keine passenden deutschen �Ubersetzungen existieren oder im Sprach-

gebrauch �ublich sind, die englischen Fachausdr�ucke rekusiv geschrieben verwendet.
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Di�erenzen, im weiteren h�au�g mit FEM, FVM bzw. FDM bezeichnet, numerisch ap-
proximiert werden. Im Gegensatz dazu gibt es zur Beschreibung des Wellenfeldes eine
Vielzahl von Modellvorstellungen. Entsprechend der Bedeutung des Seegangs f�ur die
Beurteilung der k�ustennahen Verh�altnisse liegt ein Schwerpunkt in der Forschung auf
dem Gebiet des K�usteningenieurwesens in der Entwicklung und Weiterentwicklung von
Seegangsmodellen.

Auf Grund der wachsenden Bedeutung numerischer Modelle f�ur die prognostische
Beurteilung von K�ustenschutzma�nahmen spielt die praktische Anwendbarkeit der ent-
wickelten Modelle eine zentrale Rolle.

1.2 Gegenw�artiger Stand

Zur Berechnung des Seegangs und der Str�omungsverh�altnisse im K�ustennahbereich
gibt es heute ein weites Spektrum von Modellen. Die Grundlage aller Modelle zur
Beschreibung der gro�r�aumigen Str�omungsverh�altnisse bilden die NAVIER-STOKES-
Gleichungen. Hierbei wird zwischen einer dreidimensionalen und der vertikal integrier-
ten zweidimensionalen Betrachtungsweise unterschieden. Wesentliche Unterschiede zei-
gen sich in der numerischen Approximation der partiellen Di�erentialgleichungen. Dabei
wird zwischen der Methode der Finiten Elemente, der der Finiten Volumen und der Me-
thode der Finiten Di�erenzen unterschieden. Aber auch innerhalb jeder dieser Methoden
existieren eine Vielzahl von Varianten, so z.B. bez�uglich der Ordnung der Approximati-
on. Ein wesentliches Ma� f�ur die Brauchbarkeit dieser Modelle ist die Ber�ucksichtigung
von Trockenfall- und �Uberutungsprozessen.

LONGUET-HIGGINS et al. haben in einer Reihe von Ver�o�entlichungen [29], [30],
[31], [32] die Grundlagen zum Verst�andnis der Interaktion von Seegang und Str�omung
gescha�en. Basierend auf der linearen Wellentheorie wurde das Konzept des radiati-
on stress eingef�uhrt, mit dem der Einu� des winderzeugten Wellengeschehens auf die
Str�omungen oder auf langperiodische Wellen erfa�t werden kann. Der radiation stress
ist dabei als der Impuls�uberschu� infolge Wellenbewegung de�niert. Hierdurch k�onnen
seegangsinduzierte Erscheinungen, wie �Anderungen des mittleren Wasserspiegels (wave
set-up und wave set-down), k�ustennahe Str�omungen (nearshore currents) sowie langpe-
riodische Wellenerscheinungen (surf-beat und edge waves), bestimmt werden. BOWEN

[7], LONGUET-HIGGINS [28] und THORNTON [44] haben gezeigt, da� mit dem radia-
tion stress welleninduzierte Str�omungen berechnet werden k�onnen.

Der Seegang kann durch einfache lineare Wellenstrahlmodelle f�ur monochromatische
Wellen bis hin zu nichtlinearen Modellen, mit denen unregelm�a�ige Wellenfolgen be-
schrieben werden k�onnen, simuliert werden. Die Seegangsmodelle k�onnen, in Abh�angig-
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keit von der Stufe der Modellvereinfachung und damit einhergehend vom ben�otigten
Diskretisierungsaufwand, in drei Gruppen unterteilt werden.

{ Die erste Gruppe sind die wellenau�osenden Modelle, wobei eine minimale
Anzahl von Rechenpunkten je Wellenl�ange gew�ahrleistet sein mu�. Zu dieser Gruppe
geh�oren sowohl die BOUSSINESQ-Modelle [40] als auch die Modelle auf der Grundlage
der mild-slope-equation [6].

{ Um die Abh�angigkeit von einer sehr feinen Au�osung zu umgehen, wurden
harmonische Ans�atze f�ur die prim�aren Unbekannten, wie z.B. die Wasserspiegelaus-
lenkung, gew�ahlt [25], [48]. Die so entstehenden Entwicklungsmodelle werden in einer
zweiten Gruppe zusammengefa�t.

{ F�ur gro�r�aumige Anwendungen k�onnen im allgemeinen E�ekte durch Reexion
vernachl�assigt werden. Dies erlaubte die Entwicklung anderer eÆzienter Wellenmodel-
le, die auf periodengemittelte tiefenintegrierte Gleichungen basieren. Die typischsten
Vertreter dieser Modellgruppe sind die Wellenstrahlmodelle auf der Grundlage der op-
tischen Strahlentheorie [36]. Obwohl die Wellenstrahlverfahren zu den �altesten Ver-
fahren geh�oren, wird immer wieder auf sie zur�uckgegri�en. Auch beim �Ubergang zu
Spektralmodellen werden h�au�g Wellenstrahlen in der einen oder anderen modi�zier-
ten Art verwendet. Ein �Uberblick �uber gro�r�aumige Spektralmodelle ist in dem Buch
zum SWAMP-Projekt [43] zu �nden.

parabolischer Art �ndet sich in

Eine umfassende Darstellung der klassischen Grundlagen der dritten Modellklasse
wird von HAYES [18] gegeben. Die Modellvorstellung geht dabei von monochroma-
tischen Wellen aus, die der linearen Wellentheorie entsprechen. HAYES gibt folgende
Beschreibung der kinematischen Wellentheorie:

"
Die kinematische Theorie der Wellen-

ausbreitung basiert auf den Annahmen, in einem asymptotischen Sinne, da� Wellen
ann�ahernd lokale plane Wellen sind, d.h. sie lassen sich in einem Raum (~x; t) unter Ver-
wendung der Phasenfunktion beschreiben.\ Die Gleichungen zur Beschreibung dieser
Vorg�ange sind die Wellenzahl- und Wellenenergieerhaltungsgleichungen:

@Ki

@t
+

@

@xi

h
�r + ~K~U

i
= 0 f�ur i = 1; 2 ; (1.1)

@K1

@x2
� @K2

@x1
= 0 ; (1.2)

@E

@t
+

2X
i=1

@

@xi
[E(Cgi + Ui)] +

2X
i;j=1

Sij
@Uj

@xi
= 0 ; (1.3)

wobei:
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E - Wellenenergie,
~K = (K1; K2) - Wellenzahlvektor,

�r - relative Kreisfrequenz der Welle,
d - Wassertiefe,

~U = (U1; U2) - tiefengemittelte Str�omung,
~Cg = (Cg1; Cg2) - Vektor der Gruppengeschwindigkeit

Sij - radiation stress-Tensor

ist.

Neben der L�osung dieser Gleichungen mittels Charakteristikenverfahren (Wellen-
strahl- und Wellenfrontverfahren [34]) wurden Versuche unternommen, diese partiellen
Di�erentialgleichungen direkt mit der Methode der Finiten Elemente bzw. Finiten Dif-
ferenzen zu l�osen.

KAWAHARA et al. [24] haben die obigen Gleichungen in

@Ki

@t
+

2X
j=1

(Cgj + Uj)
@Ki

@xj
+ f

@d

@xi
+

2X
j=1

Kj

@Uj

@xi
= 0 f�ur i = 1; 2 (1.4)

und
@E

@t
+

2X
i=1

@

@xi
[E(Cgi + Ui)] +

2X
i;j=1

Sij
@Uj

@xi
= 0 (1.5)

umgeformt. Dabei hat die Funktion f die folgende komplizierte Form:

f =
g k2

2 �r
sech2(k d) : (1.6)

Wird in den Modellen keine Di�raktion, wie bei KAWAHARA et al. ber�ucksichtigt, ist
die Wellenzahl k identisch mit der L�ange des Wellenzahlvektors ~K.

Auf Grund der komplizierten Formulierung der Gleichungen mit einer Vielzahl ver-
schiedener hyperbolischer Funktionen und der damit zusammenh�angenden Schwierig-
keit den Typ der Gleichungen zu bestimmen, wurde ein lumping-Verfahren eingesetzt,
was zu einer starken numerischen Dispersion f�uhrte. Auf Grund der Formulierung ist
eine physikalische Interpretation der Terme der Gleichung sehr schwierig. Eine Weiter-
entwicklung dieses Modells erfolgte bei KAWAHARA nicht.

YOO [47] f�uhrte eine neue Dispersionsbeziehung zur Beschreibung bei schwach bis
mittel geneigtem Seegrund ein. Unter Ausnutzung dieser und der BATTJES-Gleichung
zur Beschreibung von Di�raktionse�ekten erweiterte er die obigen Gleichungen. Die so
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entstandenen Gleichungen lauten:

@Ki

@t
+

2X
j=1

(Cgj + Uj)
@Ki

@xj
+
G�r
2 d

@d

@xi
+

2X
j=1

Kj

@Uj

@xi

�
2X

j=1

Cg

2 k a

@3a

@xi @x2j
= 0 f�ur i = 1; 2 ; (1.7)

@E

@t
+

2X
i=1

@

@xi
[E(Cgi + Ui)] +

2X
i;j=1

Sij
@Uj

@xi
= 0 : (1.8)

Bei der Herleitung dieser Gleichungen mu�ten jedoch verschiedene Terme h�oherer Ord-
nung, die im Zusammenhang mit der neuen Dispersionsbeziehung standen, vernachl�assigt
werden. Die numerische Approximation dieser Gleichungen mit der Methode der Fini-
ten Di�erenzen war ebenfalls problematisch. Eine Stabilisierung der Gleichungen wurde
durch die Verwendung eines staggered grid Verfahrens erreicht.

Alle diese Gleichungen und Modelle konnten sich in der Praxis nicht durchsetzen,
obwohl sie durch ihren Charakter (hyperbolische partielle Di�erentialgleichungen) sehr
geeignet w�aren in Verbindung mit den NAVIER-STOKES-Gleichungen ein geschlossenes
Seegang-Str�omungs-Modell f�ur gro�r�aumige Anwendungen darzustellen.

1.3 Zielsetzung

Ausgehend vom gegenw�artigen Stand der Entwicklung gro�r�aumiger Seegangs- und
Str�omungsmodelle ist es ein Ziel dieser Arbeit, eine neue Formulierung eines See-
gangsmodells zu entwickeln, welche geeignet ist, im Zusammenhang mit den NAVIER-
STOKES-Gleichungen ein geschlossenes Seegang-Str�omungs-Modell f�ur gro�r�aumige An-
wendungen darzustellen. Andererseits soll eine geschlossene exemplarische numerische
Approximation entwickelt werden. Im Vordergrund soll die exakte mathematische Her-
leitung sowohl des partiellen Di�erentialgleichungssystems zur Beschreibung des Seegangs-
und Str�omungsgeschehens als auch des numerischen Verfahrens stehen.

Nach dieser Einleitung werden im Kapitel 2 zun�achst die grundlegenden Gleichun-
gen, Randbedingungen und Vereinfachungen zur Entwicklung eines Seegangs-Str�omungs-
modells dargelegt. Neben der Herleitung eines vertikal-integrierten Str�omungsmodells
wird in diesem Kapitel besonders auf das von YOO [47] entwickelte Wellenpotential ein-
gegangen. Unter Zuhilfenahme dieses Wellenpotentials wird eine Dispersionsbeziehung
vorgestellt, die nicht nur f�ur ebenen Seegrund, sondern auch f�ur schwach bis mittel
geneigten Seeboden gilt.
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Kapitel 3 widmet sich ganz der Entwicklung eines Seegangsmodells auf der Grundla-
ge der linearen Wellentheorie und der von YOO entwickelten Dispersionsbeziehung. Im
Rahmen dieser Arbeit ist es das Ziel, neue Gleichungen zur Beschreibung der Wellen-
ausbreitung zu entwickeln, die ein hohes Ma� an Allgemeing�ultigkeit und zudem einen
einfachen mathematischen Aufbau besitzen. Ihre Form soll unabh�angig von der Komple-
xit�at der ber�ucksichtigten Wellentransformationen wie Refraktion, Shoaling, Di�raktion
oder Str�omungseinu� sein. Daneben werden die Formulierungen zur Berechnung der
Wellenenergie und -amplitude dargestellt. Im weiteren erfolgt eine Konkretisierung der
radiation stress bez�uglich des verwendeten Wellenpotentials. Zum Abschlu� dieses Ka-
pitels wird auf einige physikalische E�ekte eingegangen, die im Zusammenhang mit den
hydrodynamischen Vorg�angen im K�ustenbereich beachtet werden m�ussen. Hierbei wird
im allgemeinen eine in der Literatur beschriebene charakteristische Modellvorstellung
dargelegt. Es wird in diesem Zusammenhang auf die Realisierung von Wellenbrech-
vorg�angen mit Hilfe spezieller Dissipationsterme und die mit demWellenbrechen zusam-
menh�angenden Brechkriterien eingegangen. Weitere Bereiche sind ben�otigte Turbulenz-
und Reibungsans�atze. Auf eine Vollst�andigkeit in der Darstellung dieser E�ekte wird
auf Grund der Zielsetzung der Arbeit verzichtet.

Der Problematik der Anfangs- und Randwerte ist das gesonderte Kapitel 4 gewid-
met, wobei auch auf die Modellvorstellung von Trockenfall- und �Uberutungsprozessen
eingegangen wird.

Ein zweiter Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in einer geschlossenen exemplarischen
numerischen Approximation der entwickelten Gleichungen zur Beschreibung der Inter-
aktion von Seegang und Str�omung. Hierzu wird im Kapitel 5 auf der Grundlage ei-
ner Finiten-Element-Zerlegung eine allgemeine Herleitung eines streamline-upwinding-
Verfahrens vorgestellt. Ausgehend von einer Erweiterung des Verfahrens auf vektor-
wertige Unbekannte soll sowohl f�ur das Wellen- als auch f�ur das Str�omungsmodell das
gleiche numerische Verfahren verwendet werden. Spezielles Augenmerk wird auf die
Entwicklung eines semidiskreten Schemas gelegt, welches die Verwendung expliziter
Zeitintegrationsverfahren erlaubt. F�ur die numerische Zeitintegration sollen Verfahren
unterschiedlicher Ordnung und mit Schrittweitensteuerung eingesetzt werden.

Anhand von einfachen Testf�allen sollen zun�achst die Simulationsergebnisse auf Plau-
sibilit�at und deren �Ubereinstimmung mit analytischen L�osungen �uberpr�uft werden. An
einem komplexen Beispiel aus dem Bereich des K�usteningenieurwesens an der Westk�uste
von Sylt soll die Anwendbarkeit sowohl der Modellgleichungen als auch deren exempla-
rische numerische Approximation auf praxisrelevante Problemstellungen demonstriert
werden. Im Rahmen dieser Veri�kationen im Kapitel 6 sollen sowohl unter physikali-
schen als auch numerischen Aspekten wichtige Eigenschaften des entwickelten Modells
sowie dessen Grenzen aufgezeigt werden.
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Zum Abschlu�s erfolgt in Kapitel 7 eine Diskussion des in der Arbeit entwickelten
Modells und ein Ausblick auf zuk�unftige Entwicklungsrichtungen.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel werden alle grundlegenden Gleichungen, Voraussetzungen und Ver-
einfachungen hergeleitet und beschrieben, die zur Entwicklung des Seegangsmodells
wie auch des verwendeten Str�omungsmodells n�otig sind. Dabei wird kurz auf die zu-
grundeliegenden NAVIER-STOKES-Gleichungen und die ben�otigten Randbedingungen
eingegangen. Da dieses Gleichungssystem nicht linerar ist, ist es im allgemeinen nicht
m�oglich, eine geschlossene analytische L�osung zu bestimmen. Es wird sich zeigen, da�
unter bestimmten Voraussetzungen eine getrennte Betrachtungsweise der sich �uber-
lagernden physikalischen Prozesse m�oglich ist. Die Modellvorstellung einer �Uberlage-
rung von gro�r�aumiger Str�omung, Wellengeschehen und turbulenten Erscheinungen
erm�oglicht die Verwendung eÆzienter Simulationsverfahren zur Beschreibung dieser
Komponenten. Die gro�r�aumige und langperiodische Str�omung wird im allgemeinen
durch wellenperioden- und tiefenintegrierte Modellvorstellungen beschrieben. Die Vor-
aussetzungen und Vereinfachungen einer solchen tiefenintegrierten Betrachtungsweise
werden im Rahmen dieses Kapitels dargelegt. Zur Beschreibung des Wellengesche-
hens existiert keine dominante Modellvorstellung. Es wird bei den Wellenmodellen zwi-
schen wellenau�osenden, Entwicklungs- und gro�r�aumigen Wellenmodellen unterschie-
den. Zum Abschlu� dieses Kapitels werden durch die Herleitung eines von YOO [47]
vorgeschlagenen Wellenpotentials die Grundlagen f�ur eine zeitabh�angiges gro�r�aumiges
Wellenmodell gelegt. Die Beschreibung des turbulenten Anteils ist auf Grund seines sto-
chastischen Charakters sehr schwierig. Im Rahmen dieser Arbeit werden die turbulenten
Erscheinungen durch Parametrisierungen im Rahmen des Str�omungs- und Wellenmo-
dells realisiert.

9
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2.1 Grundlegende Gleichungen

Als Grundlage aller folgenden Herleitungen und Anwendungen wird zun�achst in die-
sem Abschnitt auf die zugrundeliegenden Gleichungen eingegangen. Ausgehend von den
NAVIER-STOKES-Gleichungen zur Beschreibung der Dynamik einer inkompressiblen
Fl�ussigkeit werden n�otige Bezeichnungen eingef�uhrt und es werden Einschr�ankungen
gemacht, die im folgenden erl�autert werden.

F�ur die in dieser Arbeit betrachtete Problemklasse der Schwerewellen und der wel-
leninduzierten Str�omungen wird von einer inkompressiblen Fl�ussigkeit (i.allg. Wasser)
ausgegangen. Die Variation der Wasserdichte ist von untergeordneter Bedeutung. Die
grundlegenden Erhaltungsgesetze k�onnen durch die NAVIER-STOKES-Gleichungen be-
schrieben werden:

Kontinuit�at:

r~u = 0 ; (2.1)

Impulserhaltung:  
@

@t
+ ~ur

!
~u = �1

�
r (p+ �g x3 � ~�) + ~
 : (2.2)

Dabei bedeuten:

~x = (x1; x2; x3) - Ortsvektor,
~u(~x; t) = (u1; u2; u3) - Geschwindigkeitsvektor,

p(~x; t) - Druck,
� - (konstante) Dichte,
g - Erdbeschleunigung,
~� - Tensor der Reibungsspannungen,
~
 - Corioliskrafttensor und

r = ( @
@x1

; @
@x2

; @
@x3

) - Nabla-Operator.

Die vertikale Koordinate x3 ist dabei positiv nach oben gerichtet. Die Konkretisie-
rung der einzelnen Gr�o�en erfolgt in den entsprechenden Kapiteln. Um die Gleichungen
2.1 und 2.2 f�ur die Unbekannten ~u und p l�osen zu k�onnen, m�ussen Bedingungen an
den R�andern des L�osungsgebietes vorgegeben werden. Ausgehend von der untersuchten
Problemklasse sind folgende R�ander zu betrachten:

- Gebietsbegrenzungen in der Ebene (x1; x2);
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- Bedingungen am Boden und

- Bedingungen an der freien Ober�ache.

Bei den Gebietsbegrenzungen in der Ebene wird im allgemeinen zwischen o�enen
und geschlossenen R�andern unterschieden.

O�ene R�ander beschreiben hierbei die Einbettung des L�osungsgebietes in ein
gr�o�eres. An o�enen R�andern wird die zeitliche Entwicklung der betrachteten Zustands-
gr�o�en ~u und p vorgegeben.

F�ur geschlossene R�ander und den Seegrund, der sich bei x3 = �h be�ndet,
wird die Bedingung der Undurchl�assigkeit gestellt. Es wird vorausgesetzt, da� der Nor-
malenanteil der Str�omung in bezug zum Boden bzw. zum geschlossenen Rand Null
ist.

Im folgenden wird am Beispiel des Bodens eine solche Randbedingung genauer spe-
zi�ziert. Wird der Boden durch eine implizite Funktion B(~x; t) := x3 + h(x1; x2) = 0
beschrieben, so ergibt sich der �au�ere Normalenvektor an den Boden wie folgt:

~nB = rB=jjrBjj mit rB =

 
@B

@x1
;
@B

@x2
; 1

!
: (2.3)

Die Randbedingung am Boden hat somit die Form:

~u~nB = 0 bei x3 = �h: (2.4)

Alternativ zu dieser Randbedingung am Seegrund wird h�au�g eine no-slip-Bedingung
verwendet. Sie besagt, da� alle Str�omungskomponenten am Boden Null sind:

ui(x1; x2;�h) = 0 mit i = 1; 2; 3: (2.5)

Die Grenz�ache zwischen der Luft und dem Wasser, die sogenannte freie Ober�ache,
ist eine wichtige und schwer beschreibbare Randbedingung. Sie wird durch die kinema-
tische und die dynamische Randbedingung beschrieben.

Bei der kinematischen Randbedingung wird von der Modellvorstellung ausge-
gangen, da� ein Fl�ussigkeitsteilchen, das sich auf der freien Ober�ache be�ndet, welche
durch die Funktion �(x1; x2; t) beschrieben wird, f�ur alle Zeit dort verbleibt. Formal
stellt sich diese Tatsache wie folgt dar:



12 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

u3 =
@�

@t
+

2X
i=1

ui
@�

@xi
bei x3 = �(x1; x2; t): (2.6)

Die dynamische Randbedingung besagt, da� der Druck an der freien Ober�ache
gleich dem athmosph�arischen Druck sein mu�:

 
@

@t
+ ~ur

!
~u+

1

�
r
 
1

�
g x3 � ~�

!
� ~
 = 0 bei x3 = �(x1; x2; t): (2.7)

Die Nichtlinearit�at der letztgenannten Randbedingungen 2.6 und 2.7 sowie die Tat-
sache, da� diese Bedingungen auf der unbekannten freien Ober�ache � gelten, erschwe-
ren die L�osung dieses dreidimensionalen Problems. Im allgemeinen Fall existiert keine
geschlossene mathematische L�osung.

Die soeben beschriebene Modellvorstellung ist Grundlage sowohl des zu entwickeln-
den Wellen- als auch des verwendeten Str�omungsmodells.

F�ur das weitere Herangehen ist es hilfreich, die Dynamik des Wasserk�orpers detail-
lierter zu betrachten. Ausgehend von der Modellvorstellung einer REYNOLDS-Zerlegung
[41] einer nat�urlichen Str�omung in Mittelwert und zuf�allige Fluktuation, wird eine Zerle-
gung der Str�omung im K�ustenbereich in drei Komponenten vorgenommen. Der stocha-
stische hochfrequente Anteil wird mit u0i und �0 bezeichnet und seine zeitliche Variation
bewegt sich im Breich von 1-100Hz.

Der Anteil der Wellenbewegung wird mit ~ui und ~� bezeichnet. Diese Gr�o�en haben
jedoch im Gegensatz zu den turbulenten Erscheinungen einen regul�aren periodischen
Charakter in der Gr�o�enordnung von 2 - 20 Sekunden.

Existiert eine gro�r�aumige und langperiodische Grundstr�omung, wie etwa eine ti-
deinduzierte Str�omung, so wird diese mit ui und � bezeichnet.

Wird ein Mittelungsoperator f�ur eine beliebige Funktion f(t) �uber eine Zeit T (im
weiteren ist T die Periode des betrachteten Seegangs bzw. T 0 das Mittelungsintervall
der turbulenten Erscheinung) wie folgt eingef�uhrt:

f(t) :=
1

T

t+T
2Z

t�T
2

f(t)dt; (2.8)

so kann eine Zerlegung im weiteren vorgenommen werden. Das Mittelungsintervall mu�
dabei lang in bezug auf die charakteristische Periode der Schwankungsgr�o�e sein und
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kurz im Vergleich zu den Perioden der mittleren Gr�o�en. Wird die Periode T des See-
gangs als bekannt vorausgesetzt, so kann diese als ein Mittelungsintervall genommen
werden. Dies bedeutet jedoch auch gleichzeitig, da� die drei betrachteten Frequenzbe-
reiche voneinander hinreichend weit entfernt sein m�ussen.

Ausgehend von einem realen hydrodynamischen Ereignis, ist es durch zeitliche In-
tegration �uber unterschiedliche Zeitskalen m�oglich, die einzelnen Komponenten dieser
Gr�o�en zu bestimmen:

u0i := ui � 1

T 0

t+T 0

2Z
t�T 0

2

ui(t)dt; (2.9)

~ui := ui � u0i �
1

T

t+T
2Z

t�T
2

1

T 0

t+T 0

2Z
t�T 0

2

ui(t)dtdt; (2.10)

ui := ui � u0i � ~ui: (2.11)

Mittels dieser De�nitionen l�a�t sich jede beliebige Str�omung in der Form

ui(~x; t) = ui + ~ui + u0i (2.12)

darstellen. Eine analoge Form ergibt sich f�ur die Wasserspiegelauslenkung � .

Die oben dargestellten Erscheinungen k�onnen mit Hilfe der hydrodynamischen Be-
wegungsgleichungen und der Kontinuit�atsgleichung beschrieben werden. Um eine ge-
trennte Betrachtungsweise der einzelnen Komponenten durchf�uhren zu k�onnen, mu�
im weiteren vorausgesetzt werden, da� die Gr�o�en ui , ~ui und u0i bez�uglich des Mitt-
lungsoperators unkorreliert sind, d.h. es mu� gelten:

~ui u0i = 0; ~� �0 = 0;

ui ~ui = 0; � ~� = 0;

ui u0i = 0; � �0 = 0:

Die Annahme der Unkorreliertheit ist berechtigt, falls sich die Zeitskalen der unter-
schiedlichen Bewegungsanteile um Gr�o�enordnungen voneinander unterscheiden. In der
Praxis kann von dieser Eigenschaft im allgemeinen ausgegangen werden. Die Eigenschaft
der Unkorreliertheit wird in der weiteren Darstellung h�au�g zu Hilfe genommen.

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird auf die Approximation der unterschiedli-
chen Anteile in 2.12 eingegangen.
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2.2 Vertikal integriertes Str�omungsmodell

In diesem Abschnitt wird der Anteil der Grundstr�omung (ui; � ) an den betrachteten
hydrodynamischen Vorg�angen beschrieben. Die Grundstr�omung soll hier der Teil sein,
der bei der zeitlichen Mittelung �uber eine Seegangswellenperiode �ubrig bleibt.

Zum besseren Verst�andnis wird zwischen der vertikalen Koordinate z = x3 und den
horizontalen xi mit i = 1; 2 unterschieden. Die zugeh�origen Geschwindigkeiten seien
mit w = u3 und ui bezeichnet. Um eine Reduzierung der Anzahl der Unbekannten
zu erreichen werden die Betrachtungen f�ur die vertikal integrierten Gleichungen und
Gr�o�en vorgenommen. Die mittleren horizontalen Geschwindigkeiten werden wie folgt
de�niert:

Ui(x1; x2; t) :=
1

� + h

Z �

�h
ui dz; i = 1; 2: (2.13)

Dabei ist �(x1; x2; t) die freie Ober�ache. Die bez�uglich der Periode des Seegangs mitt-
lere Wasserspiegelauslenkung ist:

� := � : (2.14)

Physikalisch betrachtet stellt der Ausdruck �Ui(� + h) den mittleren Durchu� durch
eine vertikale Fl�ache mit konstanter x1 -Koordinate dar. Aus diesem Grund wird der
Vektor (U1; U2) auch Durchu�geschwindigkeit genannt. Bezeichnet man die Abwei-
chung vom Mittel mit ûi , so gilt

ui(x1; x2; z; t) = Ui(x1; x2; t) + ûi(x1; x2; z; t); i = 1; 2; 3 ; (2.15)

wobei formal U3 die Nullfunktion ist.

An dieser Stelle sei bemerkt, da� unter Zuhilfenahme der De�nitionen 2.9 und ei-
ner Vertauschung der zeitlichen und vertikalen Integration �uber die Wassertiefe, ûi die
folgende Darstellung hat:

ûi(x1; x2; z; t) = udi + ~ui + u0i; i = 1; 2; 3: (2.16)

Der Term udi ist eine Funktion, welche die Abweichung des Pro�les der Grundstr�omung
�uber die Tiefe von einem konstanten Str�omungspro�l beschreibt:

udi = Ui � ui : (2.17)

Kann von einem �uber die Tiefe relativ konstanten Str�omungspro�l ausgegangen werden,
so ist udi vernachl�assigbar.

Aus der De�nition von ûi folgt
R �
�h ûidz = 0 . Diese Identit�at spielt eine wichtige

Rolle bei den weiteren Herleitungen.
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In Analogie zu 2.16 kann die Abweichung der Wasserspiegelauslenkung �̂ von der
�uber die Seegangsperiode gemittelten Wasserspiegelauslenkung, h�au�g auch mit � = �
bezeichnet, wie folgt beschrieben werden:

�̂(x1; x2; t) = ~� + �0: (2.18)

2.2.1 Gemittelte Kontinuit�atsgleichung

Die vertikale integrierte Kontinuit�atsgleichung 2.1 hat die Form

2X
i=1

Z �

�h

@ui
@xi

dz + wjz=� � wjz=�h = 0: (2.19)

Die Anwendung der LEIBNIZ-Regel ergibt

2X
i=1

@

@xi

Z �

�h
uidz +

"
�

2X
i=1

ui
@�

@xi
+ w

#
z=�

�
"

2X
i=1

ui
@h

@xi
+ w

#
z=�h

= 0:

Unter Verwendung der kinematischen Randbedingung an der freien Ober�ache 2.6
und unter Annahme einer no-slip-Randbedingung am Seegrund (ui = 0 f�ur z = �h) ,
vereinfacht sich 2.19 zu

@�

@t
+

2X
i=1

@

@xi

Z �

�h
ui dz = 0: (2.20)

Dieselbe Gleichung kann unter einer anderen Voraussetzung entwickelt werden, wenn
angenommen wird, da� ein ebener Seegrund (@h=@xi = 0 ) vorhanden ist. Diese Vor-
aussetzung wird verwendet, wenn gebundene Wellen betrachtet werden.

Durch Mittelung dieser Gleichung �uber die Periode T des Seegangs, ergibt sich die
gemittelte Kontinuit�atsgleichung

@�

@t
+

2X
i=1

@

@xi
(Ui(� + h)) = 0: (2.21)

2.2.2 Gemittelte Gleichung der Impulserhaltung

Es wird zun�achst die NAVIER-STOKES-Gleichung 2.2 betrachtet, jedoch ohne den Co-
rioliskraftanteil. F�ur die horizontalen Komponenten gilt (i = 1; 2) :

@ui
@t

+
2X

j=1

uj
@ui
@xj

+ w
@ui
@z

=
1

�

2X
j=1

@

@xj
(�pÆij + �ij) +

1

�

@�i3
@z

: (2.22)
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F�ur die vertikale Komponente gilt:

@w

@t
+

2X
j=1

uj
@w

@xj
+ w

@w

@z
= �1

�

@

@z
(p+ �gz) +

1

�

2X
j=1

@�j3
@xj

+
1

�

@�33
@z

: (2.23)

Dabei ist Æij das KRONECKER-Symbol und �ij der Tensor der Reibungsspannungen:

�ij := 2�eij (2.24)

mit

eij :=
@ui
2@xj

+
@uj
2@xi

: (2.25)

Die dynamische Viskosit�at wird mit � und die kinematische mit � := �=� bezeichnet.

Durch Integration der Gleichung 2.22 �uber die Tiefe ergibt sich f�ur die Terme der
linken Seite:

�
Z �

�h

@ui
@t

dz =
@

@t

Z �

�h
[�uidz � �ui]z=�

@�

@t

�
Z �

�h

2X
j=1

uj
@ui
@xj

dz =
2X

j=1

@

@xj

Z �

�h
�ujuidz �

2X
j=1

[�ujui]z=�
@�

@xj

�
2X

j=1

[�ujui]z=�h
@h

@xj

�
Z �

�h
w
@ui
@z

dz = � [wui]z=� � � [wui]z=�h :

Durch Summation der Terme, durch Beachtung der kinematischen Randbedingung
an der freien Ober�ache 2.6 und der no-slip-Randbedingung 2.5 am Boden ergibt sich:

@

@t

Z �

�h
�uidz +

2X
j=1

@

@xj

Z �

�h
�ujuidz =

Z �

�h

2X
j=1

@

@xj
(�pÆij + �ij) +

1

�

@�i3
@z

dz:

Analog wird die rechte Seite berechnet:

@

@t

Z �

�h
�uidz +

2X
j=1

@

@xj

Z �

�h
�ujuidz =
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2X
j=1

@

@xj

Z �

�h
�pÆij + �ijdz + �i3]z=� � �i3]z=�h

�
2X

j=1

(
[�pÆij + �ij]z=�

@�

@xj
� [�pÆij + �ij]z=�h

@h

@xj

)
: (2.26)

An der freien Ober�ache mu� ein Gleichgewicht zwischen den atmosph�arischen und den
Fl�ussigkeitskr�aften herrschen, dies impliziert

2X
j=1

f(�pÆij + �ij)njg+ �i3n3 = �Fi f�ur z = � und i = 1; 2; (2.27)

wobei �Fi die �au�ere horizontale Spannungskomponente ist, welche durch den atmo-
sph�arischen Druck und die meteorologischen Daten gegeben ist.

Wird der �au�ere Normalenvektor an � mit ~n� := (n1; n2; n3) bezeichnet und die freie
Ober�ache durch die implizite Funktion F (x1; x2; z; t) := z � �(x1; x2; t) = 0 beschrie-
ben, so ergibt sich der Normalenvektor durch

~n� = rF=jjrF jj mit rF =

 
�@�

@x
;�@�

@y
; 1

!
:

Gleichung 2.27 kann in der Form:

2X
j=1

(
[�pÆij + �ij]z=�

@�

@x

)
+ �i3]z=� = �Fi jjrF jj (2.28)

geschrieben werden.

F�ur den Boden wird B(x1; x2; z; t) := z + h(x1; x2) = 0 gesetzt. Unter Verwendung
der horizontalen Schubspannung am Boden ergibt sich die Gleichung

2X
j=1

�ij
@h

@xj
+ �i3 = ��Bi jjrBjj; bei z = �h: (2.29)

Durch das Einsetzen von 2.28 und 2.29 in die Gleichung 2.26 ergibt sich

@

@t

Z �

�h
�uidz +

2X
j=1

@

@xj

Z �

�h
�ujuidz =

2X
j=1

@

@xj

Z �

�h
(�pÆij + �ij)dz (2.30)

+ p]z=�h
@h

@xi
+ �Fi jjrF jj � �Bi jjrBjj:
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Physikalisch repr�asentiert Gleichung 2.30 die Momentenbalance in der vertikalen
Fl�ussigkeitss�aule der H�ohe � + h und der Grundf�ache dx1 = dx2 = 1 . Die Terme der
linken Seite stellen die Beschleunigung in xi -Richtung und den Netto-Momentenu�
durch die vertikalen Seiten der Fl�ussigkeitss�aule dar. Die Terme der rechten Seite re-
pr�asentieren die Netto-Ober�achenspannung auf den vertikalen Seiten der S�aule, den
Druck des Bodens gegen die Fl�ussigkeit und die Fl�achenspannung an der freien Ober-
�ache und am Boden. Durch Mittelung der Gleichung �uber die Periode T ergibt sich
f�ur die linke Seite

�
�
� + h

�0@@Ui

@t
+

2X
j=1

Uj

@Ui

@xj

1
A + �

2X
j=1

@

@xj

 Z �

�h
ûiûjdz

!
: (2.31)

Wird der mittlere dynamische Druck am Boden als

p := p]z=�h � �g(� + h)

de�niert, so ergibt sich

p]z=�h
@h

@xi
= p

@h

@xi
+

@

@xi

�
1

2
�g
�
� + h

�2� � �g
�
� + h

� @�

@xi
: (2.32)

Unter den Voraussetzungen einer geringen Viskosit�at (die bei Wasser gegeben ist)
und einer mittleren Bodenneigung (die bez�uglich der Wellenamplitude a und der Wel-
lenzahl k wie folgt spezi�ziert werden kann, jjrhjj � O(k a) ) ist der Term p @h

@xj
ver-

nachl�assigbar [33].

Durch Einsetzen von 2.31 und 2.32 in 2.30 und unter Verwendung einer De�nition
der Terme Sij bekommen die gemittelten Impulserhaltungsgleichungen f�ur i = 1; 2 die
Form

�
�
� + h

�0@@Ui

@t
+

2X
j=1

Uj

@Ui

@xj

1
A =

� �g
�
� + h

� @�

@xi
+ �Fi jjrF jj � �Bi jjrBjj

+
2X

j=1

@

@xi

(
�Sij +

Z �

�h
�ijdz

)
; (2.33)

wobei

Sij :=
Z �

�h
pÆij + �ûiûjdz � 1

2
�g
�
� + h

�2
Æij :
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Physikalisch stellen die Sij die Komponenten des Spannungstensors dar, der den
�Uberschu� am Momentenu� repr�asentiert. Da

1

2
�g
�
� + h

�2
=

Z �

�h
�g
�
� � z

�
dz

gilt, k�onnen die Sij auch als

Sij =

"Z �

�h
pdz �

Z �

�h
�g
�
� � z

�
dz

#
Æij +

Z �

�h
�ûiûjdz (2.34)

geschrieben werden.

Die Gr�o�en Sij werden als radiation stress bezeichnet. Physikalisch sind die Sij
die Summe der i -ten Komponente des hydrodynamischen �Uberdruckes, de�niert als
Di�erenz zwischen dem �uber die Tiefe und die Zeit gemittelten tats�achlichen Druck
und dem entsprechenden hydrostatischen Druck auf, und dem Netto-Momentenusses

durch, eine Fl�ache normal zur j -ten Richtung. Die Gr�o�e
R �
�h �ijdz stellt den mittleren

Momentenu�tensor, der durch die molekulare Fluktuation erzeugt wird, dar.

F�ur die weiteren Herleitungen erfolgt eine Vernachl�assigung der athmosph�arischen
Ein�usse �Fj jjrF jj . Durch die Division der Gleichung mit �

�
� + h

�
entsteht die in

vielen Str�omungsmodellen verwendete Gleichung:

@Ui

@t
+

2X
j=1

Uj

@Ui

@xj
= �g @�

@xi
� 1

�
�
� + h

� 2X
j=1

@Sij
@xj

+
1

�
�
� + h

� (Ti � TB
i ) (2.35)

mit

Ti :=
2X

j=1

@

@xj

Z �

�h
�ijdz

TB
i := �Bj jjrBjj :

Der Term
�
� + h

�
=: d wird im weiteren als absolute Wassertiefe bezeichnet.

Bei der konkreten Realisierung der Bodenreibung TB
i sowie des turbulenten Aus-

tausches Ti kann auf eine Vielzahl in der Literatur beschriebener Modellvorstellungen
zur�uckgegri�en werden. Es ist jedoch zu beachten, da� hierbei nicht nur die mittleren,
langperiodischen Str�omungen ber�ucksichtigt werden m�ussen, sondern auch die Orbital-
bewegungen der Wellen. Einige Ans�atze hierzu werden in den Abschnitten 3.5 und 3.6
konkretisiert.
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2.3 Geschwindigkeitspotential von Wellen

Ausgehend von der Annahme, da� die hydrodynamischen Gr�o�en ui (i=1,2,3) und � als
�Uberlagerung von drei Str�omungsanteilen (wie in 2.12 dargestellt) betrachtet werden
k�onnen, richtet sich nun das Interesse auf den wellenbezogenen Anteil ~ui und ~� .

Der klassischen Herangehensweise folgend, wird f�ur den Wellenanteil eine Poten-
tialformulierung verwendet. Wie allgemein bekannt, ist eine Potentialformulierung nur
anwendbar, falls eine rotationsfreie Str�omung vorausgesetzt werden kann. Die Rota-
tionsfreiheit einer Str�omung ist gew�ahrleistet, falls

- keine Schubspannungen auftreten ( im allgemeinen gegeben, wenn von der Rei-
bungsfreiheit der Teilchen ausgegangen wird) und

- alle �au�eren Kr�afte konservativ sind.

Da Fluidteilchen nur durch Schubspannungen in Drehung versetzt werden k�onnen,
bleibt eine ideale Str�omung drehungsfrei, wenn sie anf�anglich drehungsfrei war und
umgekehrt. Damit lautet die dritte allgemeine Voraussetzung, da� die Str�omung zu
irgendeinem Zeitpunkt rotationsfrei sein mu�.

Dies f�uhrt jedoch zu einem gewissen Widerspruch. Treten Turbulenzen auf, so ist die
Bedingung der Rotationsfreiheit nicht mehr gegeben. Nicht nur das Wellenbrechen ist
eine Quelle hoher Turbulenz, sondern auch die turbulente Grenzschicht in Bodenn�ahe.

Bei der Herleitung des Geschwindigkeitspotentials wird das Brechen von Wellen
zun�achst ausgeschlossen. Es werden die Betrachtungen auf �zahme �Wellen kleiner Am-
plitude (2a=d � 1 ) und geringer Steilheit (2a=L � 1 ) beschr�ankt. Auf die Ber�uck-
sichtigung des Wellenbrechens im Modell wird gesondert eingegangen. Bez�uglich der
turbulenten Grenzschicht wird vorausgesetzt, da� diese keinen signi�kanten Einu� auf
die Wellenbewegung aus�ubt. Bei den betrachteten zahmen Wellen hat man es mit einer
5 bis 10cm starken turbulenten Grenzschicht zu tun.

Im weiteren wird nun angenommen, da� eine skalarwertige Funktion �(~x; t) existiert,
so da�

ui = � @�

@xi
mit i = 1; 2; 3 (2.36)

gilt. Die Funktion � hei�t dann Potential zum Vektorfeld ~u(~x; t) .

Wie schon erw�ahnt, kann auf Grund der De�nition der periodengemittelten Gr�o�en
�ui und �� von einer Gleichm�a�igkeit bez�uglich des betrachteten Skalenbereichs der Wel-
lenl�ange und -periode ausgegangen werden. Wird vorausgesetzt, da� die vertikale Kom-
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ponente �w der Grundstr�omung imVerh�altnis zum vertikalenWellenanteil ~w vernachl�assig-
bar klein ist, so hat das Potential zur Beschreibung der hydrodynamischen Verh�altnisse
bei der Interaktion von Seegang und Str�omung die allgemeine Form:

� = � �u1 x� �u2 y + ~� : (2.37)

Wird von einer �uber die Tiefe relativ gleichm�a�igen Verteilung der Grundstr�omung
ausgegangen, so kann � auch wie folgt:

� = � �U1 x� �U2 y + ~� : (2.38)

geschrieben werden.

Durch eine geeignete Koordinatentransformation k�onnen alle folgenden Betrachtun-
gen ohne Grundstr�omung durchgef�uhrt werden. Es wird dabei auch auf die Tilde �uber
dem Buchstaben � verzichtet. Ausgehend vom Anwendungsbereich werden bei der wei-
teren Modellentwicklung nur noch periodische, progressive Schwerewellen betrachtet.
F�ur das Geschwindigkeitsfeld einer Welle wird ein Potential, wie es bei Yoo [47] vorge-
schlagen wurde, verwendet.

2.3.1 Grundlegende Annahmen

Wie bereits bei der Beschreibung des tiefenintegrierten Str�omungsmodells erw�ahnt,
stellt die Beschreibung der freien Wasserober�ache ein schwieriges nichtlineares Pro-
blem dar. Um die n�aherungsweise Erfassung der Wellenbewegung zu erm�oglichen, wur-
den verschiedene Wellentheorien und numerische Verfahren entwickelt. Eine der �altesten
Modellvorstellungen f�ur den Seegang ist die lineare Wellentheorie. Ausgehend von den
NAVIER-STOKES-Gleichungen 2.1 und 2.2 wird ein mathematisches Modell auf der
Grundlage der linearen Wellentheorie zur Beschreibung des Seegangs entwickelt. Daf�ur
ist es n�utzlich, alle in den letzten Abschnitten festgelegten Annahmen zusammenzufas-
sen. Vorausgesetzt wird im folgenden:

- eine konstante Dichte der Fl�ussigkeit,

- eine inkompressible Fl�ussigkeit,

- eine ideale Fl�ussigkeit, d.h. keine Reibung und Viskosit�at,

- die Existenz eines Gravitationsfeldes,

- eine rotationsfreie Bewegung,
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- schwere Wellen, d.h. atmosph�arische Druckschwankungen werden ignoriert, und

- Wellen kleiner Amplitude (2a=d� 1 ) und kleiner Steilheit (a k=� � 1 ), d.h. die
lineare Wellentheorie gilt.

Der Vollst�andigkeit halber werden an dieser Stelle auch alle weiteren noch zu verwen-
denden Voraussetzungen [47] wiedergegeben:

- Wellenfrequenz hoch genug, um die Rotationskomponenten zu vernachl�assigen,

- plane oder fast plane Wellen, d.h. die Variation der Amplitude ist kleiner als die
der Phase,

- Vernachl�assigbarkeit nichtlinearer Interaktionen mit Einzelwellen,

- vernachl�assigbare Wellenreexion, d.h. progressive Wellen,

- Wellen mit einer L�ange kleiner als die L�angenskala der Scherstr�omung, d.h.
������rjj~U jj �������

kjj~U jj ,
- die zeitliche �Anderung der unidirektionalen Str�omung ist kleiner als die der oszil-

lierenden Bewegung
����@jj~Ujj@t

����� �jj~U jj und

- mittlere Bodenneigung jjrdjj � kd .

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, da� die Forderung an die Bodenneigung
bez�uglich der absoluten Wassertiefe gilt und im allgemeinen ungleich der Bodenneigung
jjrhjj ist.

Um im Rahmen der hier betrachteten Modellklasse E�ekte auf die Wellentransfor-
mation, die durch geneigten Boden hervorgerufen werden, einbeziehen zu k�onnen, wird
vorausgesetzt, da� die Bodenneigung ach genug ist, um keine signi�kante Wellenener-
gie zu reektieren.

In den folgenden Darstellungen ist es h�au�g sinnvoll, zwischen den Koordinaten
x1 , x2 und der Koordinate z = x3 zu unterscheiden. Weiterhin wird, solange keine
Mi�verst�andnisse m�oglich sind, die EINSTEIN'sche Summenkonvention verwendet.

2.3.2 Grundlegende Funktionen und Randbedingungen

Ausgehend von Naturbeobachtungen, wonach periodischeWasserwellen ein fast sinusf�ormi-
ges Pro�l haben, wird nun eine spezielle Form der freien Wasserober�ache betrachtet.
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F�ur sinusf�ormige langk�ammige Wellen der Periode T l�a�t sich die Wasserspiegelauslen-
kung wie folgt beschreiben:

�(x1; x2; t) = � + a(x1; x2) cos(S(x1; x2; t)); (2.39)

dabei ist

� der mittlere Wasserstand bez�uglich der Wellenperiode T,

a die Wellenamplitude,

S (x1; x2; t) := k cos(�)x1 + k sin(�)x2 � �t die Phasenfunktion,

� := 2�
T

die Kreisfrequenz und

� die Wellenanlaufrichtung.

Da von einer rotationsfreien Bewegung des Fluids ausgegangen wird, kann zu ei-
ner Potentialformulierung der Bewegungsgleichung �ubergegangen werden. Zur Beschrei-
bung des Geschwindigkeitsfeldes unter einer Welle wird ein Geschwindigkeitspotential
gesucht, welches die Identit�at:

ui = � @�

@xi
mit i = 1; 2; 3 (2.40)

erf�ullt.

Durch Einsetzen dieser Identit�at in die Kontinuit�atsgleichung 2.1 erh�alt man die
Feldgleichung f�ur das Potential � , die LAPLACE-Gleichung

@2�

@x2i
= 0: (2.41)

Aus der Gleichung der Impulserhaltung 2.2 und unter Vernachl�assigung der Coriolis-
kraft sowie der Viskosit�at entwickelte BERNOULLI die Gleichung der Energieerhaltung:

�@�

@t
+
1

2

 
@�

@xi

!2

+
1

�
(ps + p) + gz = F (t) (2.42)

mit der Integrationskonstante F (t) . Dabei ist ps der atmosph�arische und p der
dynamische Druck. Wird die Konstanz des totalen Druckes (ps+p) angenommen und auf
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Grund der Tatsache, da� das Potential � bis auf eine beliebige Zeitfunktion eindeutig
bestimmt ist, vereinfacht sich die dynamische Randbedingung an der freien Ober�ache
zu

�@�

@t
+
1

2

 
@�

@xi

!2

+ gz = 0 bei z = �(x1; x2; t) : (2.43)

Die kinematische Randbedingung an der freien Ober�ache hat f�ur Potentialstr�omun-
gen die Form:

@�

@t
= �@�

@z
+

@�

@xi

@�

@xi
bei z = � : (2.44)

Beschr�ankt man sich auf Wellen kleiner Amplitude, die der linearen Wellentheorie
entsprechen, so mu� folgendes gelten:

- f�ur Tiefwasser : 2 a k � 1 ,

- bei achem Wasser mu� zus�atzlich 2 a=d� 1 gelten.

Unter diesen Voraussetzungen ist es m�oglich (siehe STOKER (1957) [42]), die Rand-
bedingung an der freien Ober�ache durch Reihenentwicklung zu linearisieren. Diese sind
dann:

@�

@t
= g � und (2.45)

@�

@t
= �@�

@z
bei z = 0: (2.46)

Durch das Zusammenf�uhren dieser beiden Randbedingungen 2.45 und 2.46 ergibt
sich die kombinierte (dynamische und kinematische) Ober�achenrandbedingung f�ur die
Wellenbewegungen:

@2�

@t2
= �g@�

@z
bei z = 0 : (2.47)

Die kinematische Randbedingung am Boden kann leicht formuliert werden, wenn
der Seeboden als undurchl�assig betrachtet wird. Dann wird angenommen, da� die Nor-
malengeschwindigkeit am Boden Null ist:
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u3 = � X
i=1;2

ui
@h

@xi
bei z = �h; (2.48)

wobei h die Tiefe des Bodens ist.

Nutzt man die De�nition 2.40, so kann die Randbedingung am Boden 2.48 in der
Form:

@�

@z
= � @�

@xi

@h

@xi
bei z = �h (2.49)

geschrieben werden.

2.3.3 Potentialformulierung

Der LAPLACE-Typ der partiellen Di�erentialgleichung 2.41 wird im allgemeinen mit
der Methode der Separation der Variablen gel�ost.

Ausgehend von der Annahme der G�ultigkeit der linearen Wellentheorie wird, wie in
[47] vorgeschlagen, angenommen, da� sich das Potential � als Produkt zweier Funktio-
nen Z(z; (xi)) und B(xi; t) darstellen l�a�t. Die Vertretbarkeit dieser Annahme ergibt
sich im Nachhinein aus der Existenz eines Potentials dieser Form. Das Potential habe
also folgende Form:

�(xi; t) := Z(z; (xi))B(xi; t); (2.50)

B(xi; t) := A(xi) cosS(xi; t): (2.51)

Folgt man der Argumentation von YOO [47], so ist Z nicht nur eine Funktion von
z, sondern h�angt auch schwach von xi ab. Wird � nun in die LAPLACE-Gleichung
eingesetzt, so erh�alt diese die Form:

1

Z

 
@2Z

@z2
+
@2Z

@x2i

!
= � 1

B

@2B

@x2i
: (2.52)

Da Z wie angenommen nur schwach von xi abh�angig ist, wird die zweite Ablei-
tung bez�uglich xi auf der rechten Seite vernachl�assigt. Die Zul�assigkeit dieser Annahme
wird sp�ater an Hand der gefundenen Funktion Z gerechtfertigt. Im weiteren wird also
folgende Relation betrachtet:

1

Z

@2Z

@z2
' � 1

B

@2B

@x2i
: (2.53)
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Die linke Seite ist also quasi unabh�angig von xi . Da die rechte Seite aber von z
unabh�angig ist, m�ussen beide Seiten gleich einer wohlbestimmten Konstanten k2 sein,
wobei k der Trennfaktor ist.

In der klassischen Ingenieurdarstellung wird k als L�ange des Wellenzahlvektors in-
terpretiert. Diese eventuell bestehende Verbindung soll an dieser Stelle v�ollig au�er acht
gelassen werden. Sp�ater wird sich zeigen (siehe Abschnitt 2.3.4), da� eine solche Ver-
bindung zwar existiert, sie jedoch im Gegesatz zur klassischen Darstellung eine andere
Form hat.

Die folgende Herleitung entspricht der klassischen Herangehensweise in der Inge-
nieurwissenschaft f�ur die Theorie Wellen kleiner Amplitude. Folglich wird angenommen,
da� sich die obige Gleichung in der Form:

@2Z

@z2
' k2Z und (2.54)

@2B

@x2i
= �k2B (2.55)

schreiben l�a�t.

L�osungen der linearen Di�erentialgleichung 2.54 lassen sich als Kombination von
Exponentialfunktionen darstellen:

Z = b exp[k(z + h)] + c exp[�k(z + h)]: (2.56)

Um die Integrationskonstanten b und c bestimmen zu k�onnen, m�ussen die Randbe-
dingungen formuliert werden.

Durch das Einsetzen der Annahmen 2.50 und 2.51 in die Randbedingung am Boden
2.49 ergibt sich:

1

Z

@Z

@z
= � 1

A

@A

@xi

@h

@xi
+

@h

@xi

@S

@xi
sin(S) bei z = �h(x1; x2): (2.57)

Diese Gleichung mu� zu jedem Zeitpunkt erf�ullt sein, d.h. sie mu� von t unabh�angig
sein. Folglich mu� gelten:

1

Z

@Z

@z
= � 1

A

@A

@xi

@h

@xi
bei z = �h(x1; x2) und (2.58)

@h

@xi

@S

@xi
sin(S) = 0: (2.59)
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Durch das Einsetzen der Annahme 2.56 in die Gleichung 2.58 ergibt sich die Identit�at

b� c = s (b+ c) (2.60)

mit

s = �1

k

1

A

@A

@xi

@h

@xi
: (2.61)

Um die Eindeutigkeit der L�osung zu sichern, wird f�ur Wellen kleiner Amplitude ange-
nommen, da� die Funktion Z einen bestimmten Wert an der mittleren Ober�ache hat
aber �uber die Tiefe variiert:

Z = 1 bei z = � : (2.62)

Aus den Gleichungen 2.62 und 2.56 ergibt sich eine weitere Beziehung:

b exp[kd] + c exp[�kd] = 1; wobei d = � + h ist. (2.63)

Unter Zuhilfenahme dieser beiden Beziehungen kann nun b und c bestimmt werden:

b =
1 + s

(1 + s) exp[kd] + (1� s) exp[�kd] ; (2.64)

c =
1� s

(1 + s) exp[kd] + (1� s) exp[�kd] : (2.65)

Somit hat die Funktion Z die Form

Z =
(1 + s) exp[k(z + h)] + (1� s) exp[�k(z + h)]

(1 + s) exp[kd] + (1� s) exp[�kd] : (2.66)

Diese kann weiter zu

Z = cosh(k(z � �)) + T � sinh(k(z � �)) (2.67)

mit

T � =
tanh(kd) + s

1 + s tanh(kd)
(2.68)

umgeformt werden.

Durch das Einsetzen der Gleichungen 2.50, 2.51 und 2.62 in die Bedingung 2.47 an
der freien Ober�ache und unter Ausnutzung der De�nition 2.39 kann

A = �g a
@S
@t

(2.69)



28 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

bestimmt werden.

Wird weiterhin die Wellenfrequenz als

� :=
@S

@t
(2.70)

de�niert, so hat die Potentialfunktion der Orbitalgeschwindigkeit der Welle die Form:

� =
g a

�
[cosh(k(z � �)) + T � sinh(k(z � �))] cos(S): (2.71)

Dies ist das Geschwindigkeitspotential f�ur die Bewegung von progressiven Wellen
�uber schwach geneigtem Boden. Das so gefundene Potential � erf�ullt die LAPLACE-
Gleichung und die Randbedingungen. Werden nun die partiellen Ableitungen der Funk-
tion Z zum einen nach z und zum anderen nach xi abgeleitet, so ist auch die Zul�assigkeit
der zweiten Annahme, die Vernachl�assigung der partiellen Ableitung nach xi , gegeben.

Dieses Potential geht f�ur achen Boden (s=0) in das wohlbekannte klassische Wel-
lenpotential �uber:

� =
g a

�

cosh(k(z + �))

cosh(k d)
cos(S): (2.72)

Abschlie�end soll der Separationsfaktor k in Relation zum Wellenzahlvektor ~K ge-
bracht werden. Durch das Einsetzen von 2.51 in die Gleichung 2.55 und unter Zuhilfe-
nahme der De�nition des Wellenzahlvektors

Ki :=
@S

@xi
; (2.73)

ergibt sich die von BATTJES [3] entwickelte Gleichung

K2 = k2 + Æ� (2.74)

mit

Æ� =
1

a

@2a

@x2i
: (2.75)

Geht man von der De�nition des Wellenpotentials aus, so k�onnen die Geschwindig-
keitskomponenten durch Di�erentiation des Potentials ermittelt werden.
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2.3.4 Dispersionsbeziehung

Zum Abschlu� wird der Zusammenhang zwischen Separationsfaktor k und Kreisfre-
quenz spezi�ziert. Durch Substitution der Gleichungen 2.50 und 2.51 in die Randbedin-
gung an der Ober�ache 2.47 ergibt sich die Dispersionsbeziehung f�ur schwach bis mittel
geneigten Boden.

Die unter allgemeineren Voraussetzungen g�ultige Dispersionsrelation lautet:

�2 = gk
tanh(k d) + s

1 + s tanh(k d)
= gk T � (2.76)

mit

s = �1

k

1

A

@A

@xi

@d

@xi
und

A = �g a

�
:

Bei der Verwendung dieser Dispersionsbeziehung ist zu beachten, da� die Kreisfre-
quenz � der Welle auf beiden Seiten der Gleichung vertreten ist. Dies erschwert bei der
numerischen Realisierung die L�osung dieser Gleichung.

Beim �Ubergang zu achem Seegrund, d.h. @d
@x

= @d
@y

= 0 wird s = 0 und aus 2.76
entsteht die klassische Dispersionsrelation

�2 = gk tanh(k d): (2.77)



30 KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN



Kapitel 3

Mathematische Formulierung der

Wellengleichung

In diesem Kapitel wird das mathematische Modell zur Beschreibung des Seegangs ent-
wickelt. Ausgehend von der allgemeinen kinematischen Wellentheorie und der von YOO
vorgestellten Dispersionsbeziehung wird im ersten Teil eine neue Formulierung zur Be-
schreibung der Wellenausbreitung hergeleitet. Im zweiten Abschnitt wird die Herleitung
der Wellenenergieerhaltungsgleichung vorgestellt. Nachdem die konkrete Form der ra-
diation stress bestimmt wurde, werden zum Abschlu� die Parametrisierungen des Wel-
lenbrechens, von Turbulenz- sowie Reibungserscheinungen und deren Integration in die
Gleichung der Energieerhaltung beschrieben.

3.1 Betrachtung der Wellenausbreitung

Zun�achst werden die theoretischen Grundlagen zur Beschreibung des Einusses der
Str�omung und der variablen Tiefe auf die Wellenausbreitung dargelegt. F�ur die betrach-
tete Problemklasse der Hydrodynamik im K�ustenbereich ist es erlaubt anzunehmen, da�
die charakteristischen Zeitspannen und r�aumlichen Ausdehnungen der Grundstr�omung
(im allgemeinen tideinduziert) wesentlich gr�o�er sind als die des Seegangs.

Hierf�ur ist es notwendig, die Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten sowohl der
Orbitalgeschwindigkeiten des Seegangs als auch die der zugrundeliegenden Str�omung
abzusch�atzen. Ausgehend von der De�nition des Wellenpotentials 2.40 k�onnen die Ge-
schwindigkeitskomponenten durch Di�erentiation des Wellenpotentials 2.71 bestimmt

31
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werden:

ui =
Ki g a

�
[cosh(k(z � �)) + T � sinh(k(z � �))] sin(S) ; (3.1)

u3 = � k g a

�
[sinh(k(z � �)) + T � cosh(k(z � �))] cos(S) : (3.2)

Anhand dieser Gleichungen ergibt sich sofort die Absch�atzung:

ui = O[(k a)
q
g d] : (3.3)

Dabei ist O() das gro�e LANDAU-Symbol. Die verwendete Nomenklatur ist analog zu
Kapitel 2. Diese Absch�atzung entspricht der Absch�atzung bei der Verwendung des klas-
sischen Wellenpotentials. Es kann nun der klassischen Argumentation gefolgt werden.

In den letzten Jahrzehnten erfuhr die Entwicklung der kinetischen Wellentheorie ei-
ne geschlossene Darstellung. Insbesondere sei hier die umfassende Arbeit von Hayes [18]
genannt. Hayes gibt folgende Beschreibung der kinematischen Wellentheorie: \Die kine-
matische Theorie der Wellenausbreitung basiert auf den Annahmen, in einem asymp-
totischen Sinne, da� Wellen ann�ahernd lokale plane Wellen sind, d.h. sie lassen sich in
einem Raum (~x; t) beschreiben." ( S.210,[18]). F�ur ebene Wellen ergeben sich Wellen-

zahlvektor ~K und Kreisfrequenz � aus dem Ortsgradienten bzw. der zeitlichen Ableitung
der Phasenfunktion S:

Ki =
@S

@xi
; (3.4)

� = �@S

@t
: (3.5)

Werden nun die gemischten zweiten Ableitungen gebildet, so ergibt dies

@

@t

 
@S

@xi

!
=

@

@xi

 
@S

@t

!
; (3.6)

@

@xi

 
@S

@xj

!
=

@

@xj

 
@S

@xi

!
: (3.7)

Diese vier Gleichungen 3.4 - 3.7 zusammen mit der Dispersionsgleichung 2.76 ergeben
die Gleichungen zur Beschreibung der Wellenausbreitung:

@Ki

@t
+

@�

@xi
= 0 ; (3.8)

@Ki

@xj
=

@Kj

@xi
und (3.9)

�2 = gk
tanh(k d) + s

1 + s tanh(k d)
: (3.10)
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Da die Dynamik der Wellenbewegung in bzw. auf einem bewegten Medium wesent-
lich anders ist als auf einem ruhenden Medium, folgen zun�achst einige Bemerkungen
und De�nitionen.

Wird die �Anderung der Str�omungsgeschwindigkeit �uber die Tiefe vernachl�assigt, so
k�onnen zun�achst zwei Koordinatensysteme einf�uhrt werden.

Das absolute Koordinatensystem ist fest auf der Ebene und wird mit dem Index 'a'
bezeichnet. Das zweite Koordinatensystem ist das Galilei-transformierte des absoluten,
wobei die Transformationsgeschwindigkeit die der Str�omungsgeschwindigkeit entspricht.
Betrachtungen in diesem Koordinatensystem werden durch die Indizes 'r' gekennzeich-
net. Ist ~xa die Position im absoluten System und herrscht die Geschwindigkeit ~U vor,
dann ergibt sich die zugeh�orige Position ~xr wie folgt:

~xr = ~xa + ~Ut : (3.11)

Wird vorausgesetzt, da� die �ortliche �Anderung der Str�omung gering ist im Vergleich
zur Phasenfunktion, l�a�t sich die Bewegung einer lokal planen Welle auf einem bewegten
Medium durch die folgende Phasenfunktion beschreiben:

S = ~K~xa + �at+ SSt (3.12)

bzw.
S = ~K~xr + �rt+ SSt = ~K~xa +

�
�r + ~K~U

�
t + SSt ; (3.13)

wobei SSt die Startphase ist.

Aus dem Vergleich von 3.12 und 3.13 ergibt sich nun die Relation

�a = �r + ~K~U: (3.14)

Dies ist die sogenannte Doppler-Gleichung, welche unter der Annahme kleinskaliger
Str�omung und geringer Bodenneigung gilt. Sie beschreibt die Beziehung zwischen der
absoluten Kreisfrequenz

�a =
2�

Ta
(3.15)

und der relativen Kreisfrequenz

�r =
2�

Tr
; (3.16)

wobei Tr die relative Wellenperiode ist.
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Die relative Kreisfrequenz ergibt sich aus der Dispersions-Relation 2.76

�2r = gk
tanh(k d) + s

1 + s tanh(k d)
(3.17)

mit

s := �1

k

1

A

@A

@xi

@d

@xi
;

A := �g a

�r
;

d := h + � und a - Wellenamplitude. Dabei ist � die Wasserspiegelauslenkung der
zugrundeliegenden Str�omung.

Aus 3.13 ist ersichtlich, da� viele der Zusammenh�ange sinusf�ormiger Wellen im ru-
henden Wasser �ubertragen bzw. genutzt werden k�onnen zur Beschreibung von entspre-
chenden Vorg�angen in sich bewegenden Medien durch die Verwendung der relativen
Kreisfrequenz �r (siehe [38]).

Ausgehend von dem eben beschriebenen Konzept, stellen sich die Gleichungen 3.8
( i = 1; 2 ), 3.9, 2.74, 3.14 und 2.76 zur Beschreibung der Wellenausbreitung wie folgt
dar:

@Ki

@t
+
@�a
@xi

= 0 mit i = 1; 2 ; (3.18)

@Ki

@xj
=

@Kj

@xi
; (3.19)

k2 = K2 � Æ� und (3.20)

�a =

vuutgk
tanh(k d) + s

1 + s tanh(k d)
+ ~K~U : (3.21)

Dies sind nun die Gleichungen zur Bestimmung der drei gesuchten Variablen Ki

(i=1,2) und �a . Zur Bestimmung der beiden Unbekannten Ki (i=1,2) m�ussen die drei
Gleichungen, die Gleichungen 3.18 mit i=1,2 und die Bedingung der Rotationsfreiheit
3.19, erf�ullt werden. Im folgenden wird eine Herangehensweise vorgestellt, die diese drei
Gleichungen auf zwei reduziert, die �aquivalent zu den Ausgangsgleichungen sind. Die
Idee besteht darin, durch die Addition von "produktiven Nullen\ zu den Gleichungen
3.18 eine Reduzierung der Gleichungsanzahl zu erreichen. Wird die Bedingung der Ro-
tationsfreiheit 3.19 betrachtet, so ist der Term @K1

@x2
� @K2

@x1
Null. Dies ist ein Kandidat

f�ur eine "produktive Null\. Ein solcher Eingri� in die Gleichungen 3.18 darf jedoch den
Charakter und die den Gleichungen innewohnenden Geschwindigkeiten nicht ver�andern.
Es wird nun untersucht, ob es Vorfaktoren zu dieser "produktiven Null\ geben mu�.
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In etwas anderer Schreibweise hat die Gleichung 3.18 die Form:

@Ki

@t
+

@

 
�r +

2P
j=1

KjUj

!

@xi
= 0 : (3.22)

Zun�achst wird die partielle Ableitung von �r bestimmt. Ausgehend von der Beziehung

T := tanh(k d) (3.23)

hat die Dispersionsbeziehung 2.76 die Form:

�2r = g k
T + s

1 + s T
(3.24)

und die partielle Ableitung

@�r
@xi

=
g

2�r

8<
: T + s

1 + sT

@k

@xi
+ k

2
4(1 + sT )( @T

@xi
)� (T + s)(T @s

@xi
+ s @T

@xi
)

(1 + sT )2

3
5
9=
; : (3.25)

Es wird sich zeigen, da� es ausreichend ist, nur diejenigen Ausdr�ucke zu betrachten,
die den Term @k

@xi
enthalten:

@�r
@xi

=
g

2�r

(
T + s

1 + sT

"
@k

@xi
+

k

T + s

@T

@xi
� ks

1 + sT

@T

@xi

#
+ f1

)
; (3.26)

=
g

2�r

(
T + s

1 + sT

"
@k

@xi
+

 
k

T + s
� ks

1 + sT

!
@T

@xi

#
+ f1

)
: (3.27)

Der Ausdruck f1 enth�alt alle weiteren Terme, die nicht @T
@xi

bzw. @k
@xi

enthalten. Das
konkrete Aussehen von f1 interessiert im weiteren nicht. Weitere Umformungen ergeben:

@T

@xi
=

1

cosh2(k d)

(
@k

@xi
d+ k

@d

@xi

)
(3.28)

=
2 tanh(k d)d

sinh(2k d

@k

@xi
+ f2 (3.29)

und

@�r
@xi

=
g

2�r

(
T + s

1 + sT

"
1 +

 
k

T + s
� ks

1 + sT

!
2T d

sinh(2k d)

#)
@k

@xi
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+
g

2�r

(
T + s

1 + sT

 
k

T + s
� ks

1 + sT

!
f2 + f1

)
| {z }

frest

(3.30)

=
1

2

�r
k

"
1 +

2k d

sinh(2k d)

�
T

T + s
� sT

1 + sT

�#
@k

@xi
+ frest (3.31)

=
1

2

�r
k

2
41 +Go

1� s2�
1 + s

T

�
(1 + sT )

3
5 @k

@xi
+ frest : (3.32)

Durch das Einf�uhren der folgende De�nitionen:

G := Go

1� s2�
1 + s

T

�
(1 + sT )

; (3.33)

Go :=
2k d

sinh(2k d)
und (3.34)

Cg :=
1

2
(1 +G)

�r
k

(3.35)

wird eine einfache Darstellung erreicht:

@�r
@xi

= Cg

@k

@xi
+ frest : (3.36)

Zu beachten ist, da� in frest Ableitungen verschiedener Ordnungen und verschiedener
Gr�o�en enthalten sind, wie @(h+�)

@xi
und @s

@xi
. Es ist jedoch bei der hier vorgestellten

Herangehensweise nicht von Interesse, welche wirkliche (sehr komplizierte) Struktur frest
besitzt. Dies wird noch deutlicher durch die Ber�ucksichtigung von Di�raktionse�ekten
unter Zuhilfenahme der BATTJES-Gleichung 2.74:

k2 = K2 � Æ� mit K =
q
K2

1 +K2
2 : (3.37)

Durch das Einsetzen der partiellen Ableitung

@k

@xi
=

2X
j=1

Kj

k

@Kj

@xi
� 1

2k

@Æ�

@xi
(3.38)

in 3.36 ergibt sich nun:

@�r
@xi

= Cg

8<
:

2X
j=1

Kj

k

@Kj

@xi
� 1

2k

@Æ�

@xi

9=
; + frest: (3.39)
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Die Darstellung 3.39 von @�r
@xi

erlaubt es nun, die Bedingung der Rotationsfreiheit

3.9 in die Gleichung 3.22 einzubringen. Der Term Cg
Kj

k

@Kj

@xi
mit i 6= j in @�r

@xi
kann nun

durch Cg
Kj

k
@Ki

@xj
ersetzt werden.

Gleichung 3.22 wird damit zu

@Ki

@t
+
@
�
�r +

2P
l=1

KlUl

�
@xi

� Cg

Kj

k

 
@Kj

@xi
� @Ki

@xj

!
= 0 mit j 6= i : (3.40)

Durch diese Vorgehensweise bleiben alle in frest zusammengefa�ten Terme und Ab-
leitungen h�oherer Ordnung sowie der Ausdruck �Cg

1
2k

@Æ�

@xi
in der Gleichung implizit

enthalten.

Somit reduzieren sich die drei Gleichungen 3.22 (mit i = 1; 2 ) und 3.9 zur Bestim-
mung von Ki auf nur zwei. Die zusammengefa�ten Gleichungen

@Ki

@t
+
@�a
@xi

� Cg

Kj

k

 
@Kj

@xi
� @Ki

@xj

!
= 0 mit j 6= i und i = 1; 2 ; (3.41)

k2 = K2 � Æ� und (3.42)

�a =

vuutgk
tanh(k d) + s

1 + s tanh(k d)
+ ~K~U (3.43)

zur Beschreibung der Wellenausbreitung beinhalten eine Anzahl in der Literatur ([47],
[33], [24]) beschriebener Spezialf�alle.

Im Gegensatz zu den in der Literatur ( Mei [33], Yoo [47], Kawahara [24] u.a.) vorge-
stellten Gleichungen ist eine einfache physikalische Interpretation und eine Bestimmung
des mathematischen Charakters der hier entwickelten Gleichungen m�oglich.

1. Ist die Bedingung der Rotationsfreiheit des Vektorfeldes der Wellenzahlvektoren
zu irgend einem Zeitpunkt gest�ort, so erfolgt die Wiederherstellung der Bedingung
der Rotationsfreiheit mit der dem System innewohnenden Geschwindigkeit Cg .

2. Eine �Anderung der L�ange des Wellenzahlvektors wird im wesentlichen durch einen
�ortlichen Unterschied in der Wellenperiode hervorgerufen.

3. Eine �Anderung der Wellenperiode breitet sich mit der Wellengeschwindigkeit C
aus (dies folgt aus �r = C k ).

Im Gegensatz zu der von Yoo [47] vorgestellten Herangehensweise, sind bei der Redu-
zierung der Gleichungsanzahl von 3 auf 2 keine Terme h�oherer Ordnung (vermeintliche
Terme geringeren Einusses) vernachl�assigt worden.
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Untersucht man die Gleichungen 3.48 vom mathematischen Standpunkt aus, so sind
sie ihrem Charakter nach zum einen im nichtstation�aren Fall hyperbolisch und zum
anderen in die Gruppe der reinen Transportgleichungen einzuordnen. Dieser Charakter
wird im wesentlichen die Wahl eines numerischen Verfahrens beeinussen.

Zum Abschlu� werden nun einige Spezialf�alle betrachtet, die den �Ubergang zum
station�aren Wellenmodell bilden. Wird der Einu� einer eventuell vorhandenen Grund-
str�omung vernachl�assigt, so vereinfachen sich die Gleichungen 3.40 zu:

@Kx

@t
= �

(
@�

@x
� Cg

Ky

k

 
@Ky

@x
� @Kx

@y

!)
und (3.44)

@Ky

@t
= �

(
@�

@y
� Cg

Kx

k

 
@Kx

@y
� @Ky

@x

!)
: (3.45)

Wird von der Konstanz der Wellenperiode im gesamten Untersuchungsgebiet aus-
gegangen, so vereinfachen sich die Gleichungen 3.44 und 3.45 weiter zu

@Kx

@t
= Cg

Ky

k

 
@Ky

@x
� @Kx

@y

!
und (3.46)

@Ky

@t
= Cg

Kx

k

 
@Kx

@y
� @Ky

@x

!
: (3.47)

Ausgehend von diesen Gleichungen entsteht im station�aren Fall, bei dem die zeitli-
chen Ableitungen verschwinden, sofort wieder die Bedingung der Rotationsfreiheit.

Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde eine Herangehensweise vorgestellt, die die Ausbreitung
monochromatischer linearer Wellen beschreibt. Hierzu wurden Gleichungen entwickelt,
die ein hohes Ma� an Allgemeing�ultigkeit besitzen. Der formale Aufbau der Gleichun-
gen ist unabh�angig vom Grad der betrachteten E�ekte. Ihre mathematische Struktur ist
unabh�angig davon, ob eine zugrundeliegende Str�omung, Di�raktion oder schwach ge-
neigter Seeboden vorliegen. Die Unterschiede ergeben sich nur bei der Bestimmung der
Gruppengeschwindigkeit Cg , der absoluten Kreisfrequenz �a sowie bei der Berechnung
der Wellenzahl k .



3.1. BETRACHTUNG DER WELLENAUSBREITUNG 39

Die Gleichungen zur Bestimmung der Wellenzahlvektoren Ki lauten:

@Ki

@t
+
@�a
@xi

� Cg

Ki

k

 
@Kj

@xi
� @Ki

@xj

!
= 0 f�ur i = 1; 2 : (3.48)

Die absolute Kreisfrequenz �a berechnet sich aus:

�a = �r +
2X
i=1

KiUi (3.49)

mit der relativen Kreisfrequenz �r :

�r =

s
g k

tanh kd+ s

1 + s tanh kd
: (3.50)

Unter Vernachl�assigung der Di�raktionse�ekte ergibt sichq
K2

1 +K2
2 = K = k : (3.51)

Wird Di�raktion eingeschlossen, so gilt nach BATTJES

K2 = k2 + Æ� bzw. k =
p
K2 � Æ� mit Æ� =

1

a

@2a

@xi
: (3.52)

Die Gruppengeschwindigkeit ist wie folgt de�niert:

Cg :=
1

2

 
1 +

1� s2

(1 + s
T
)(1 + sT )

2 kd

sinh 2 kd

!
�r
k
; (3.53)

s := �1

k

1

A

@A

@xi

@d

@xi
und (3.54)

A := �g a

�r
: (3.55)
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3.2 Dynamische Eigenschaften der Wellenbewegung

Im Abschnitt 3.1 wurden die mittleren kinematischen Eigenschaften des Wellenzahl-
vektors Ki und der Kreisfrequenz � betrachtet. In diesem Abschnitt geht es in erster
Linie um energetische Betrachtungen der Wellenbewegung. Dabei soll zum Abschlu�
eine Gleichung zur Bestimmung der Wellenamplitude a entwickelt werden.

Verschiedene allgemeine zeitgemittelte integrale Eigenschaften, wie sie bei PHILLIPS
[39] beschrieben sind, sind Grundlage dieses Abschnittes. Durch eine Konkretisierung
des Energieu�es Fi erh�alt man eine Gleichung zur Bestimmung der Wellenenergie.
Gr�o�en, die in diesem Zusammenhang Verwendung �nden, werden die kinetische, po-
tentielle und die Gesamtenergie EK , EP und Et sein. Sie sind wie folgt de�niert:

Ek :=
�

2

Z �

�h

0
@ 2X
j=1

u2j + w2

1
A dz ; (3.56)

Ep :=
Z �

0
�gzdz ; (3.57)

Et := Ek + Ep und (3.58)

Fi :=
Z �

�h

2
4p+ �

2

0
@ 2X
j=1

u2j + w2

1
A+ � g z

3
5 ui dz : (3.59)

Die schon im Kapitel 2.3.2 entwickelten radiation stress Sij werden konkretisiert.

Um ein Gef�uhl f�ur die obigen Gr�o�en unter Verwendung des verallgemeinerten
Potentials zu bekommen, werden diese unter Vernachl�assigung einer Grundstr�omung
im folgenden vorgestellt.

DieWellenenergie Et setzt sich zusammen aus kinetischer und potentieller Ener-
gie. Ausgehend von der De�nition der kinetische Energie 3.56 ergibt sich durch das
Einsetzen des Potentialansatzes:

Ek =
�

2

1

T

Z t+T
2

t�T
2

Z �

�h

3X
j=1

 
@�

@xj

!2

dz dt : (3.60)

Ausgehend von dem Wellenpotential 2.71 ergibt dies

 
@�

@xi

!2

=
�
ga

�r

�2
K2

i sin
2(S) [cosh(k(z � �)) + T � sinh(k(z � �)]2 und (3.61)
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@�

@z

!2

=
�
ga

�r

�2
k2 cos2(S) [sinh(k(z � �)) + T � cosh(k(z � �)]2 (3.62)

mit

T � :=
tanh(kd) + s

1 + s tanh(kd)
: (3.63)

Siehe hierzu auch die Gleichungen 2.61 und 2.69.

Im weiteren werden folgende Bezeichnungen benutzt

Z := [cosh(k(z � �)) + T � sinh(k(z � �)]2 (3.64)

und

Z� :=
1

k

@Z

@z
= sinh k(z � �) + T � cosh k(z � �) : (3.65)

Unter Verwendung der BATTJES-Gleichung 2.74, wonach K2 = k2 + Æ� ist, hat die
kinetische Energie die Form:

Ek =
1

4
�ga2g

 
k

�r

!2 "
(1 +

Æ�

k
)
Z �

�h
Z2dz +

Z �

�h
(Z�)2dz

#
: (3.66)

Die Integralausdr�ucke k�onnen zu

g

 
k

�r

!2 Z �

�h
Z2dz =

1

2
(1 + F +G) und

g

 
k

�r

!2 Z �

�h
(Z�)2dz =

1

2
(1 + F �G)

mit

G =
(1� s2)G0�

1 + s
T

�
(1 + sT )

und (3.67)

F =
�sG0�

1 + s
T

�
(1 + sT ) kd

(3.68)

vereinfacht werden. Durch Einsetzen dieser Relationen ergibt sich:

Ek =
1

2

"
1 + F +

Æ�

k 2
(1 + F +G)

#
1

2
� g a2 : (3.69)
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Die Bestimmung der potentiellen Energie einer Welle ist wesentlich einfacher:

Ep =
Z �

�h
�gzdz �

Z �

�h
�gzdz =

1

4
� g a2 : (3.70)

Die Summe aus potentieller und kinetischer Energie ergibt die totale Energie der Welle:

Et = (1 + �)
1

2
� g a2 (3.71)

mit

� =
F

2
+

Æ�

k 4
(1 + F +G) : (3.72)

Wird mit E die Wellenenergie nach der klassischen Theorie bezeichnet:

E =
1

2
� g a2 ; (3.73)

so ist erkennbar, da� die kinetische Energie nicht gleich der potentiellen Energie ist, wie
dies bei der linearen Wellentheorie mit konstanter Wassertiefe der Fall ist.

Ein weiterer Unterschied zum klassischen Wellenpotential zeigt sich im Energie-
transport:

Fi =
Z �

�h
ui

0
@1
2
�

2X
j=1

~u2j + �gz + p

1
A dz: (3.74)

Unter Zuhilfenahme der BERNOULLI Gleichung 2.42 und des Wellenpotentials ergibt
sich folgende Umformung

Fi =
Z �

�h
�

 
� @�

@xi

!  
@�

@t

!
dz

=
1

2�

Z 2�

0

Z �

�h
�
�
Ki

ga

�r
Z sinS

� 
@S

@t

ga

�r
Z sinS

!
dzdS

=
1

2
�ga2

Ki

k

�r
k
g

 
k

�r

!2 Z �

�h
Z2dz

=
1

2
(1 + F +G)

Ki

k

�r
k

1

2
� g a2

=
1

2

1 + F +G

1 + �

Ki

k

�r
k
Et : (3.75)
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Die Energietransportgeschwindigkeit CE ist dann wie folgt de�niert:

CE :=
1

2

1 + F +G

1 + �

Ki

k

�r
k
: (3.76)

Hier ist zu erkennen, da� bei variierender Wellenamplitude und Wassertiefe die Energie-
transportgeschwindigkeit CE ungleich der Gruppengeschwindigkeit Cg der Wellen ist.
Es gilt folgende Relation:

CE :=
1 + F +G

(1 + �)(1 +G)
Cg : (3.77)

Ausgehend von der soeben praktizierten Vorgehensweise ist es unter Einbeziehung
der �uber die Periode gemittelten Gr�o�en Ui und � m�oglich, eine Gleichung zur Bestim-
mung der totalen Wellenenergie zu entwickeln. Dabei lehnt sich die folgende Darstellung
an die Herleitung unter Verwendung des klassischen Potentials an.

Die Wellenh�ohenverteilung kann mit Hilfe des Gesetzes der Energieerhaltung be-
rechnet werden. Dieses wurde f�ur die Interaktion von Seegang und Str�omung von
LONGUET-HIGGINS und STEWART eingef�uhrt. Dabei wird die Gleichung der Im-
pulserhaltung skalar mit dem Vektor der Geschwindigkeit ~u multipliziert und �uber ein
beliebiges Kontrollvolumen V (t) , welches durch S0(t) begrenzt ist, integriert. Die ent-
stehenden Gleichungen spiegeln das Gleichgewicht der mechanischen Energie im Volu-
men V (t) wieder:

@

@t

Z Z
V

Z �
1

2
� u2i + � g Æi3 ui

�
dV

= �
Z Z

S0

1

2
� u2i uj nj dS0 +

Z Z
S0

f�PÆij + �ijgnj ui dS0

� 1

2�

Z Z
V

Z
� 2ij dV:

Unter Vernachl�assigung der Viskosit�at und durch die Wahl einer bestimmten Form
des Kontrollvolumens, n�amlich der Wassers�aule �uber einem Quadrat, erh�alt die Glei-
chung der Energieerhaltung die Form

@

@t

Z �

�h

�
1

2
�u2i + �gz

�
dz +

@

@xi

Z �

�h
uj

�
1

2
�u2i + �gz + p

�
dz = 0 : (3.78)

Durch das Einsetzen des Ansatzes ui = Ui + ûi in die Gleichung 3.78 und Integration
�uber die Wellenperiode T ergibt sich:

@

@t

Z �

�h

�
1

2
�(Ui + ûi)

2 + �gz
�
dz
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+
@

@xi

Z �

�h
(Uj + ûj)

�
1

2
�(Ui + ûi)

2 + �gz + p
�
dz (3.79)

= 0

mit dem mittleren Durchu�
Qi := �(� � h)Ui : (3.80)

Werden folgende Beziehungen beachtet:

Z �

�h
u1 u2 dz =

"
u1

Z �

�h
u2 dz

#�
�h

�
Z �

�h

@u1
@z

Z �

�h
u2 dz dz ;

@Ui

@z
= 0 ;

Z �

�h
ûi dz = 0

und wird eine Aufspaltung des Tiefenintegrals bis zur mittleren Wasserober�ache vor-
genommen, ergibt dies:

@

@t

"
1

2
UiQi +

1

2
�g(�2 � h2) +

Z �

�h

1

2
�û2i dz +

Z �

�
�gz dz

#

+
@

@xi

Z �

�h
(Uj + ûj)

�
1

2
�(U2

i + 2Uiûi + û2i ) + �gz + p
�
dz

= 0

und

@

@t

"
1

2
UiQi +

1

2
�g(�2 � h2) +

Z �

�h

1

2
�û2i dz +

Z �

�
�gz dz

#

+
@

@xi

"Z �

�h
ûj

�
1

2
�û2i + �gz + p

�
dz + Ui

(Z �

�h

1

2
�û2idz +

Z �

�
�gz dz

)

+g � Qi + Uj

"Z �

�h
p Æij + � ûi ûjdz � 1

2
� g(� + h)2Æij

#

+
Z �

�h

�

2
U2
i Uj dz

#
(3.81)

= 0 :

Es werden nun einige Terme etwas genauer betrachtet. Unter Ausnutzung der Glei-
chungen 2.21 und 2.33 sowie der Bezeichnung d = � + h ergeben sich folgende Darstel-
lungen:
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@

@t

�
1

2
UiQi

�
=

@

@t

 
1

2

Q2
i

�d

!

=
Qi

�d

@Qi

@t
� 1

2

 
Qi

�d

!2
@

@t
(�d)

=
Qi

�d

@Qi

@t
� 1

2

 
Qi

�d

!2 2X
j=1

@Qj

@xj

= �Qi

� d

0
@ 2X
j=1

Qj

@Ui

@xj
� � g(� + h)

@�

@xi

��Bi =jjrBjj+
2X

j=1

@

@xi

"
�Sij +

Z �

�h
�ij dz

#1A
�Qi

� d

1

2

2X
j=1

Ui

@Qj

@xj
(3.82)

@

@t

�
1

2
UiQi

�
= �Ui

 
Qj

@Ui

@xj
+
Ui

2

@Qj

@xj
+
@Sij
@xj

� (T̂i � T̂B
i )

!
(3.83)

mit

T̂i :=
2X

j=1

@

@xi

Z �

�h
�ij dz ;

T̂B
i := �Bi = j rB j

und
@

@t

�
1

2
�g(�2 � h2)

�
= �g�

@�

@t
� �gh

@h

@t

= �g�
2X

j=1

@Qj

@xj
: (3.84)

Werden diese Identit�aten in die Gleichung der Energieerhaltung 3.81 eingesetzt, so
ergibt dies:

@

@t

"Z �

��

1

2
�û2idz +

Z �

�
�gzdz

#

+
@

@xi

2
64Z �

��
ûi

0
@�
2

3X
j=1

û2j + �gz + p

1
A dz + Ui

(Z �

��

�

2
û2idz +

Z �

��
�gzdz

)375 (3.85)

+
2X

j=1

Sij
@Uj

@xi
� Ui(T̂i � T̂B

i ) = 0 :
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Durch das Einf�uhren der folgenden Bezeichnung:

Ê =
Z �

��

1

2
�û2idz +

Z �

�
�gzdz (3.86)

F̂i =
Z �

��
ûi

0
@�
2

3X
j=1

û2j + �gz + p

1
A dz (3.87)

erh�alt die Energieerhaltungsgleichung die Form:

@Êt

@t
+

@

@xi
(Ui Êt + F̂i) +

2X
j=1

Sij
@Uj

@xi
� Ui (T̂i � T̂B

i ) = 0 : (3.88)

Diese Gleichung beschreibt die Energieausbreitung, die vom welleninduzierten und
turbulenten Geschehen ( û := ud+ ~u+u0 ) getragen wird (was durch die H�ute �uber den
Variablen gekennzeichnet ist).

Theoretisch ist es m�oglich, auf analoge Weise eine weitere Zerlegung der Energieaus-
breitung F̂ in welleninduzierten und turbulenten Energieu� durchzuf�uhren. Dadurch
wird es jedoch n�otig, ein hochau�osendes Turbulenzmodell einzubeziehen.

An diesem Punkt werden weitere Einschr�ankungen gemacht, um eine ingenieurprak-
tisch anwendbare Gleichung zu erhalten. Es wird angenommen, da� der Energieanteil
aus der Wellenbewegung dominant ist. Eine Energieausbreitung infolge Turbulenz sei
vernachl�assigbar. Damit k�onnen die H�ute �uber den Variablen weggelassen werden.

Die so enstandene Gleichung zur Bestimmung der Welleenergieausbreitung lautet:

@Et

@t
+

@

@xi
(UiEt + Fi) +

2X
j=1

Sij
@Uj

@xi
� Ui (Ti � TB

i ) = �b : (3.89)

Dabei wird der Energieverlust infolge Wellenbrechen mit �b bezeichnet. Die konkrete
Form des Wellenbrechens wird in einem gesonderten Abschnitt betrachtet.

Mit dieser Gleichung ist es nun m�oglich, die Energieausbreitung zu bestimmen. Im
folgenden wird zus�atzlich eine gen�aherte Darstellung bez�uglich der Wellenamplitude
gegeben. Bei der numerischen Approximation gewinnt diese Gleichung noch an Bedeu-
tung.

Durch das Einsetzen der totalen Wellenenergie Et = (1+ �)1
2
� g a2 (siehe Gleichung

3.71) und eine Vernachl�assigung der zeitlichen Ableitung von � ergibt sich eine Formu-
lierung in der Wellenamplitude:
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@a

@t
+

1

2 a

@

@xi
(Ui + CEi)a

2 +
2X

j=1

Sij
� g a

@Uj

@xi
� Ui (Ti � TB

i )

� g a
=

�b
� g a

: (3.90)
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3.3 Radiation Stress

Die schon h�au�g verwendeten Terme des radiation stress Sij spielen bei der Interakti-
on zwischen Str�omung und Seegang eine zentrale Rolle. Deshalb werden diese Terme
in diesem Abschnitt ausf�uhrlich behandelt und f�ur die numerische Realisierung kon-
kretisiert. Eine geschlossene Darstellung der Grundlagen sind bei LONGUET-HIGGINS
[32], MEI [33] und PHILLIPS [39] zu �nden. Zum Abschlu� dieses Abschnittes wird eine
konkrete Darstellung auf der Grundlage des verwendeten Wellenpotentials gegeben [47].
Ausgehend von der De�nition des radiation stress 2.34:

Sij =

"Z �

�h
pdz �

Z �

�h
�g
�
� � z

�
dz

#
Æij +

Z �

�h
�ûiûjdz (3.91)

kann im folgenden eine Zerlegung in wellen- und turbulenzinduzierten Momenten�uber-
schu� vorgenommen werden.

Die im Abschnitt 2.2 eingef�uhrten Gr�o�en ûi und ��� seien unter Vernachl�assigung
der Variation der Grundstr�omung �uber die Tiefe in Wellen- und Turbulenzschwankun-
gen wie folgt zerlegt:

ûi = ~ui + u
0

i ; � � � = ~� + �
0

:

Auf Grundlage dieser Zerlegung kann nun eine Zerlegung der radiation stress Sij vor-
genommen werden, die die Spannungen darstellen auf der Grundlage der Wellen- bzw.
Turbulenzbewegung. Aus der De�nition der gemittelten Ober�achenauslenkung erh�alt
man die o�ensichtliche Absch�atzung � � � = O(a). Wird, wie oben schon beschrieben,
die Unkorrelliertheit der Wellen- und Turbulenzbewegungen vorausgesetzt:

~uiu
0

i = 0 ; ~��0 = 0 ;

so haben die radiation stress die Form:

Sij = ~Sij + S
0

ij ; wobei

~Sij = �

8><
>:g

~�
2

2
+
Z �

�h

X
i

@

@xi

Z �

a
~ui ~w dz da�

Z �

�h
~w
2
dz

9>=
>; Æij

+�
Z �

�h
~ui ~uj dz : (3.92)

Eine analoge Form hat S
0

ij, wobei die mit einer Tilde gekennzeichneten Variablen
durch einmal gestrichene ersetzt werden.
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LONGUET-HIGGINS und STEWART haben die Gr�o�en ~Sij allein als radiation stress
bezeichnet.

Im weiteren wird ausschlie�lich der Wellenanteil an den radiation stress unter Ver-
wendung des konkreten Wellenpotentials betrachtet und die Tilde weggelassen. Hierbei
wird der Argumentation von PHILLIPS [39] gefolgt, wonach der mittlere Term in den
geschweiften Klammern in der Gleichung 3.92 vernachl�assigt werden kann. Werden rei-
ne progressive Wellen angenommen, so verschwindet dieser Term. Die verbleibenden
Terme haben folgende Form:

� g

2
�
2

=
� g

4
a2
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2
E ;

��
Z �

�h
w2 dz =

Z �
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0
�ga2 cos2 S g

 
k
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!2

(Z�)2 dSdz
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2
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Z �

�h
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Z �

�h
�

 
@�

@xi

!
+

 
@�

@xj

!
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Z �

�h
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KiKj

k2
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�r

!2

Z2 sin2 S dzdS

=
1

2
�ga2(1 + Æ)

Ki

K

Kj

K
g

 
k

�r

!2 Z �

�h
Z2 dz

=
1

2
(1 + Æ)(1 + F +G)

Ki

K

Kj

K
E :

Zusammengefa�t haben die radiation stress unter Verwendung des verallgemeinerten
Wellenpotentials die Form:

Sij =
1

2

�
(1 + Æ)(1 + F +G)

Ki

K

Kj

K
+ (G� F )Æij

�
E : (3.93)

Hierbei ist E die totale Wellenenergie nach der klassischen linearen Wellentheorie:

E :=
1

2
� g a2 : (3.94)

Wird von einem ebenen Seegrund ausgegangen, geht diese Darstellung in die klas-
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sische Beschreibung des radiation stress �uber:

Sij =
1

2
(1 +G)

Ki

K

Kj

K
E +

1

2
GÆijE : (3.95)
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3.4 Wellenbrechen

Die Transformation der Wellen im strandnahen Bereich wird wesentlich durch das Auf-
treten von Brechvorg�angen der Wellen bestimmt. Das Wellenbrechen erfolgt durch einen
Stabilit�atsverlust der Wellen bzw. der Wellenformationen und stellt eine Umwandlung
der Wellenenergie in andere Energieformen dar. Wellen werden instabil sobald die Orbi-
talgeschwindigkeit der Wasserteilchen auf der Wasserober�ache die Wellenfortschritts-
geschwindigkeit erreicht und �ubersteigt. Viele aufwendige Forschungsarbeiten sind in
den letzten Jahren zum Thema Wellenbrechen durchgef�uhrt worden, um die genaue
Struktur brechender Wellen zu verstehen. F�ur die Anwendung bei der Untersuchung
gro�r�aumiger Vorg�ange sind diese kleinskaligen Modellvorstellungen nicht nutzbar. Des-
halb werden f�ur gro�e Untersuchungsgebiete, mit dem Bewu�tsein der Unzul�anglichkeit,
einfache Parametrisierungen und Kriterien zur Beschreibung der Brechprozesse verwen-
det.

Ein wesentlicher Aspekt bei der Simulation von Seegangserscheinungen ist die nu-
merische Realisierung dieses Energieumwandlungsprozesses. Historische Entwicklungen
haben Brecherkriterien und die damit verbundene Dissipation durch eine �Uberpr�ufung
der Wellenh�ohe in jedem Zeitschritt und deren Korrektur auf eine stabile Wellenh�ohe
realisiert. Durch Einf�uhrung eines zus�atzlichen Dissipationsterms �B im Bereich des
Brechens in die Wellenenergieerhaltungsgleichung 3.89 bzw. in die Gleichung der Wel-
lenamplitude 3.90 wird eher den physikalischen Gegebenheiten entsprochen.

DALLY, DEAN und DALRYMPLE [12] gehen in ihrer Modellvorstellung des Wellen-
brechens davon aus, da� nach dem Wellenbrechen wieder eine lineare Welle mit einer
stabilen Wellenh�ohe existiert. Deshalb wird angenommen, da� die Rate der Energiedis-
sipation in der Brecherzone proportional zur Di�erenz zwischen dem aktuellen Energie-
u� (ECg) und dem Energieu� einer stabilen Welle (ECg)s ist. Die Energiedissipation
infolge Wellenbrechens hat dann die Form

�B = �KB

d
(ECg � (ECg)s): (3.96)

In [12] wird die Verwendung einer KonstantenKB = 0:15 vorgeschlagen. WATANABE

und MARUYAMA [45] haben den Faktor KB in Abh�angigkeit von der Neigung des Un-
terwasserstrandes � spezi�ziert:

KB = �D tan(�) ; (3.97)

wobei �D = 2:5 eine empirische Konstante ist.
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Die Wellenenergie (einer stabilen Welle) nach dem Brechen ergibt sich aus den ver-
schiedenen Brecherkriterien.

Vom ingenieurpraktischen Standpunkt gesehen werden zwei unterschiedliche Ursa-
chen des Wellenbrechens klassi�ziert. Hiernach k�onnen Wellen brechen, wenn entweder
die Grenzsteilheit der Welle �uberschritten oder ein bestimmtes Verh�altnis von Wel-
lenh�ohe zur Wassertiefe erreicht wird. Aus der Vielzahl von verschiedenen Brecherkri-
terien seien hier nur zwei klassische genannt.

Basierend auf der STOKESschen-Wellentheorie haben MICHELL und MICHE [1] das
folgende Brecherkriterium bez�uglich der Grenzsteilheit der Wellen entwickelt:

(K a)B =
�

7
tanh(K d) : (3.98)

Der Einu� der Wassertiefe auf die Grenzsteilheit ist hier mitber�ucksichtigt.

Aus der Analyse einer Vielzahl von Laboruntersuchungen mit unterschiedlichen
Randbedingungen fandWEGGEL [46] ein Brecherkriterium, welches sowohl das Verh�alt-
nis von Wellenh�ohe zu Wassertiefe als auch die Sohlneigung ber�ucksichtigt:

2 aB
d

= b� a1
2 aB
g T 2

(3.99)

mit

a1 = 43; 75
�
1� e�19 �

�
;

b =
1; 56

(1 + e�19�)
und

� = Neigung des Unterwasserstrandes :

An die Grenze der Anwendbarkeit dieses Kriteriums st�o�t man bei immer gr�o�er wer-
dender Wassertiefe. Hierbei k�onnen die Wellen unendlich steil werden ohne zu Brechen.

Um dieses Problem zu beseitigen, wurde das MICHE-Kriterium von BATTJES und
JANSSEN [5] wie folgt ver�andert:

(K a)B =
�

7
tanh(q K d) ; (3.100)

wobei q ein Parameter ist, der verschiedene Faktoren, die das Wellenbrechen beeinus-
sen, beinhaltet. Eine grobe Beschreibung bildet q = 7 B

�
, wobei B das Verh�altnis von

Wellenamplitude zu Wassertiefe am Brechpunkt
�
a
d

�
B
ist. Damit ber�ucksichtigt dieses

Brecherkriterium sowohl das Wellenbrechen infolge zu steiler Wellen als auch infolge zu
geringer Wassertiefe.

Es gibt jedoch noch eine Vielzahl anderer Brecherkriterien, die f�ur unterschiedliche
Gegebenheiten angepa�t sind. Das Einbringen und die Realisierung weiterer Brecher-
kriterien ist im Rahmen des Dissipationsterms 3.96 m�oglich.
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3.5 Turbulenzerscheinungen

Es ist eine Selbstverst�andlichkeit, da� es im K�ustennahbereich zu erheblichen turbulen-
ten Erscheinungen im Wasserk�orper kommt. Dies bewirkt zum einen eine zus�atzliche
Energiedissipation, hat aber auch gro�en Anteil an der �ortlichen und zeitlichen Ausdeh-
nung von langperiodischen Str�omungen. Auch hier wird wiederum unter Ber�ucksichti-
gung der Modellskalen eine Parametrisierung des Ausdrucks

Ti :=
2X

j=1

@

@xj

Z �

�h
�ij dz

notwenig.

Wird bei einer reinen physikalischen Betrachtungsweise geblieben, so mu� der obige
Ausdruck unter Verwendung der dynamischen Viskosit�at � mit

�ij := �

 
@ui
@xj

+
@uj
@xi

!

�uber die Tiefe und die Wellenperiode integriert und die entstehende Funktion parti-
ell abgeleitet werden. Auf Grund der Struktur der Geschwindigkeit ~u , bestehend aus
Orbitalbewegung, turbulenten Erscheinungen und Grundstr�omung, ist eine exakte Be-
rechnung des obigen Ausdrucks sehr aufwendig bzw. unm�oglich.

Ausgehend von der klassischen Modellvorstellung, da� es infolge Turbulenz zu lokal
erh�ohten Relativgeschwindigkeiten zwischen benachbarten Teilchen kommt sowie auch
zu einer st�arkeren Durchmischung, kann eine Parametrisierung durch eine zus�atzliche
Scheinz�ahigkeit erreicht werden. Auf analoge Weise wird versucht, sowohl die Orbital-
bewegungen der Wellen wie auch die zus�atzliche Turbulenz infolge Wellenbrechens zu
parametrisieren. Ausgehend von diesen Bemerkungen wird folgende Parametrisierung
angenommen:

Z �

�h
�ijdz � �

�
� + h

�
(�+ Ac + Aw)

 
@Ui

@xj
+
@Uj

@xi

!
; (3.101)

wobei Ac die Scheinz�ahigkeit infolge turbulenter Erscheinungen der gro�r�aumigen Str�omung,
Aw die Scheinz�ahigkeit infolge Welleneinusses und ~U die �uber die Tiefe gemittelte
Str�omung ist.

Wird nun der gesamte Turbulenzeinu� auf die i -te Impulsgleichungen betrachtet,
so ergibt sich unter Ausnutzung der Kontinuit�atsgleichung folgende Parametrisierung:

Ti :=
2X

j=1

@

@xj

Z �

�h
�ijdz � �
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� + h

� 2X
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@

@xj
(�+ Ac + Aw)

@Ui

@xj
: (3.102)
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Im weiteren werden einige in der Literatur angegebene Ans�atze f�ur die Parameter
Ac und Aw vorgestellt.

F�ur den str�omungsinduzierten Austauschterm Ac werden h�au�g folgende Parame-
trisierungen verwendet:

- Konstante:
Ein konstanter AustauschkoeÆzient entspricht im allgemeinen nicht dem System
mit seiner variablen Punktdichte.

- Geschwindigkeitsabh�angigkeit:
F�ur ein beliebiges Verfahren gibt ELDER [14] eine durchu�abh�angige Bestim-
mung des horizontalen Austauschbeiwertes an: Ac = 5:9 jqrj in [m2=s] , wobei jqrj
den absoluten resultierenden Durchu� pro Breitenmeter bedeutet.

In der Vergangenheit wurden verschiedene AustauschkoeÆzienten zur Beschreibung
der turbulenten Vorg�ange im K�ustennahbereich entwickelt und angewendet. Die Feld-
und Laborexperimente von HARRIS (1967) [17] ergaben, da� die �uber die Brecherzone
gemittelte turbulente Viskosit�at proportional zu H2

B=T ist. LONGUET-HIGGINS (1970)
[27] schl�agt in seiner theoretischen Studie der k�ustenparallelen Str�omung eine Propor-
tionalit�at der turbulenten Viskosit�at zu lx

p
g d vor. Hierbei ist lx der Abstand von

der K�ustenlinie und N � 0:016 die Proportionalit�atskonstante. Diese und viele ande-
re f�uhrten eine Parametrisierung �uber die charakteristischen Geschwindigkeiten in und
die Ausdehnungen der Brecherzone zur Beschreibung der mittleren Eddy-Viskosit�aten
durch. Ein wichtiger Schritt wurde von BATTJES (1975) [4] gemacht, der das Wellen-
brechen als Quelle der Turbulenz in der Brecherzone einbezog. Hierbei wird ein Zusam-

menhang der Turbulenz zur Gr�o�e
�
�b
�

� 1

3 hergestellt. Die Wassertiefe d stellt eine den
Austausch beschr�ankende Gr�o�e dar:

Aw = M d

 
�b
�

! 1

3

; (3.103)

dabei ist M eine dimensionslose Konstante (0:1 < M < 0:3) .

Es ist weiterhin zu bedenken, da� durch die Anlaufrichtung der Wellen schon ei-
ne dominierende Austauschrichtung vorgegeben ist, eine Parametrisierung dieser kann
sinnvoll sein.

Es mu� jedoch besonders darauf hingewiesen werden, da� in diesen Ans�atzen eine
Anzahl von relativ frei w�ahlbaren Parametern enthalten sind, die im Zusammenhang
mit konkreten numerischen Approximationen quanti�ziert werden m�ussen.
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3.6 Reibungsformulierung

Die Bodenreibung beschreibt die kompliziertenWechselwirkungen zwischen Wellen- und
gro�r�aumigen Str�omungen in der turbulenten Grenzschicht am Boden. Sie spielt eine
wichtige Rolle zur Ausbalancierung der Kr�afte, die durch den radiation stress erzeugt
werden, wie auch f�ur die Umwandlung der Wellenenergie au�erhalb der Brecherzone.
Im folgenden wird auf einige in der Literatur dokumentierte Modellvorstellungen f�ur
den Bodenreibungsterm

TB
j = �Bj jjrBjj (3.104)

eingegangen. Grundlage der meisten Reibungsans�atze f�ur gro�r�aumige Str�omungsmo-
delle ist die allgemeine nichtlineare Beziehung

~�B = �Cf jj~ujj ~u : (3.105)

Im Rahmen dieser Parametrisierung des Reibungseinusses auf die gro�r�aumige Str�omung
ist ~u die aktuelle Geschwindigkeit, zu verstehen als Summe aus tiefenintegrierter Ge-
schwindigkeit ~U und Orbitalgeschwindigkeit am Boden ~~u . Cf ist ein �uber die Seegangs-
periode gemittelter ReibungskoeÆzient, der von verschiedenen Parametern abh�angen
kann. Eine der gel�au�gsten Reibungsformulierungen ist die nach NEWTON-TAYLOR.
Sie geht von einem konstanten dimensionslosen Reibungsbeiwert Cf aus und h�angt
damit nur von der Str�omungsgeschwindigheit ~u und der Wassertiefe d = � + h ab.
Im Gegensatz zum NEWTON-TAYLOR- und auch zum CHEZY-Ansatz h�angt die Rei-
bungsformulierung nach DARCY-WEISBACH zus�atzlich vom jeweiligen Str�omungszu-
stand (laminar bzw. turbulent) ab.

Ein wesentliches Problem bei der numerischen Realisierung des Reibungsansatzes
3.105 liegt in der Bestimmung des periodengemittelten Ausdrucks jj~ujj ~u . Eine exakte
numerische Berechnung dieses Ausdrucks ist nicht sinnvoll, da zum einen ein gro�er
Rechenaufwand ben�otigt wird und zum anderen die Reibungsans�atze selbst mit relativ
gro�en Fehlern bzw. Unsicherheiten behaftet sind. Werden nur Wellen kleiner Amplitude
betrachtet, die der linearen Wellentheorie und dem klassischen Potential entsprechen,
so k�onnen die bodennahen Orbitalgeschwindigkeiten wie folgt berechnet werden:

~ubi =
Ki g a

�r cosh(kd)
sin(S) : (3.106)

Eine erste grobe N�aherung f�ur den Ausdruck jj~ujj ~u kann durch den �Ubergang zur
Betrachtung der maximal auftretenden Orbitalgeschwindigkeiten bestimmt werden. Die
Bodenschubspannung ergibt sich dann als

�Bi = �Cf

�
jj(~~uB)maxjj+ jj~U jj

�
Ui

jUij
�
(~~u

B

i )max + jUij
�
: (3.107)
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Eine Verbesserung der N�aherung wird erreicht, falls die betrachteten Geschwindig-
keitsverl�aufe �uber eine Periode dahingehend vereinfacht werden, da� nicht mehr von
einer sinusf�ormigen, sondern von einer rechteckf�ormigen Welle mit einer Amplitude, die
sich aus dem Mittelwert der Wasserspiegelauslenkung einer sinusf�ormigen Welle �uber
eine halbe Periode ergibt, ausgegangen wird. Hierdurch ist eine analytische Mittelwert-
bildung m�oglich [35]:

jj~ujju1 =

 
W +

w2
b

W

K2
1

k2

!
U1 +

w2
b

W

K1K2

k2
U2 und

jj~ujju2 =
w2
b

W

K1K2

k2
U1 +

 
W +

w2
b

W

K2
2

k2

!
U2 mit

W =
�q

U2
1 + U2

2 + w2
b + 2(U1K1=k + U2K2=k)wb

+
q
U2
1 + U2

2 + w2
b � 2(U1K1=k + U2K2=k)wb

�
=2 und

wb =
2 a �r

� sinh(k d)
: (3.108)

F�ur den praktischen Einsatz ist es jedoch immer wieder notwendig, anhand von Veri�-
kationsrechnungen die verwendbaren ReibungskoeÆzienten Cf zu spezi�zieren.



Kapitel 4

Anfangs- und Randwerte

Die L�osung der obigen hydrodynamischen Gleichungen mit Hilfe der Methode der Fi-
niten Elemente stellt von der Form her ein Rand-/Anfangswertproblem dar. In diesem
Abschnitt soll aber nicht nur auf die n�otigen Rand- und Anfangswerte der betrachteten
partiellen Di�erentialgleichungen eingegangen werden, sondern auch auf Trockenfall-
und �Uberutungsprozesse sowie ihre Realisierung in den Gleichungen.

4.1 Anfangsbedingungen

Anfangsbedingungen m�ussen im gesamten Gebiet (in jedem Gitterpunkt) zu Beginn
einer Simulation vorgegeben werden. Je exakter die ortsvariablen Anfangswerte mit
den durch die Hydrodynamik bedingten Zustandsgr�o�en zu diesem Zeitpunkt �uber-
einstimmen, um so geringer ist die dem Gesamtsystem aufgezwungene Anfangsst�orung.
Deshalb ist eine gute Sch�atzung der Anfangswerte, zum Beispiel aus schon durchgef�uhr-
ten Simulationen, einer groben Vorgabe vorzuziehen.

Im folgenden werden einige Methoden vorgestellt, die es erlauben, ohne auf schon
durchgef�uhrte Simulationen zur�uckzugreifen, Anfangsbedingungen zu generieren. Be-
ginnt man mit den Anfangsbedingungen f�ur die Str�omungsberechnungen, so wird sich
in bezug auf die zu erwartenden Ph�anomene zun�achst auf gro�skalige (in Raum und
Zeit) Str�omungen beschr�ankt. F�ur solche (Tide-)Simulationen reichen relativ ungenaue
Anfangswerte aus. Die Anfangsfehler werden infolge der Reibungsterme in den Glei-
chungen im Laufe einer gewissen Zeit dissipiert. Es reicht im allgemeinen ein "kalter
Start\, d.h. die Str�omungsgeschwindigkeiten im Untersuchungsgebiet werden als Null
und der Wasserstand als ein mittlerer �uber alle Randwerte angenommen. Im Gegen-
satz hierzu ist die Festlegung von Anfangswerten des Wellenmodells schwieriger. Die
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Vorgabe einer Wellenamplitude ist zun�achst noch einfach. Zum einen ist die Vorgabe
einer Wellenamplitude von Null im gesamten Gebiet m�oglich, zum anderen ergibt die
Vorgabe einer �uber den Rand gemittelten Wellenamplitude und das Einarbeiten einer
Wellenbrechbedingung eine gute Anfangssch�atzung. Die Vorgabe einer Wellenperiode
ist hingegen schwierig. So ist eine Wellenperiode Null genauso ein pathologischer Fall
wie eine unendlich lange Periode. Deshalb wird als Startperiode eine �uber den Rand ge-
mittelte Wellenperiode gew�ahlt. Mit der Periode und dem mittleren Wasserstand steht
�uber die Dispersionsbeziehung die L�ange des Wellenzahlvektors in jedem Punkt des
Gebietes fest. Als Einlaufrichtung wird im gesamten Gebiet die mittlere Richtung der
einlaufenden Wellen gew�ahlt.

4.2 Randbedingungen

Randbedingungen m�ussen sowohl f�ur Wellen- als auch Str�omungssimulationen spe-
zi�ziert werden. Die Randbedingungen k�onnen dabei an o�enen oder geschlossenen
R�andern vorgegeben werden. O�ene R�ander werden nicht durch vorhandene Bauwerke
oder nat�urliche Hindernisse, wie dies bei geschlossenen R�andern der Fall ist, sondern
durch die Wahl des L�osungsgebietes festgelegt. Die Lokation der Randbedingung Strand
kann sich infolge der Tide und des Brandungsstaus �andern. Zun�achst wird auf die Pro-
blematik der Wattstrategien eingegangen.

4.2.1 Wattstrategie

Die mathematische Beschreibung der im K�ustensaum von tide- und seegangsbeeinu�-
ten Gebieten ablaufenden Prozesse erfordert die Ber�ucksichtigung von Trockenfall- und
�Uberutungsprozessen. F�ur die Berechnung der Zustandsgr�o�en im Bereich des Stran-
des und von Watt�achen sind die richtige Erfassung sowohl der Impuls- als auch der
Massenerhaltung bedeutungsvoll. Es werden hierf�ur spezielle Algorithmen ben�otigt, die
die Verh�altnisse in den von der wandernden Wasserlinie betro�enen (teilweise oder ganz
trockenfallenden) Elementen beschreiben. Es wird darauf hingewiesen, da� die Diskreti-
sierung auch einen wesentlichen Einu� auf die G�ute der Beschreibung von Trockenfall-
und �Uberutungsprozessen hat. Alle weiteren Ausf�uhrungen setzen also voraus, da� die
Diskretisierung der Wattgebiete der dort zu erwartenden Dynamik angepa�t ist.

F�ur den Teil der Str�omungssimulation bestehen schon eine Vielzahl von Arbeiten.
Ausgehend von dem Anwendungsbereich wurden bei der vorliegenden Implementierung
zun�achst relativ einfache Wattstrategien realisiert. Die Modellvorstellung besteht darin,
da� auf allen Fl�achen ein imagin�arer Wasser�lm, der auch eine St�arke von Null haben
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kann, bleibt. Es werden beim Aufbau der globalen Finite-Element-Approximation alle,
also auch trockene Elemente, ber�ucksichtigt. In Elementen, bei denen der Wasserstand
an mindestens einem Knoten eine gewisse Grenze unterschreitet (z.B. 5mm), werden
Modi�kationen am Impulseintrag der Impulsgleichungen vorgenommen. Zum einen wird
angenommen, da� die welleninduzierten Kr�afte in einem teilweise trockenen Element
vernachl�assigbar sind, zum anderen erfolgt eine Modi�zierung des Wasserstandsgra-
dienten @�

@x
und @�

@y
, der durch die Annahme eines Wasser�lms in den trockenfallen-

den Gebieten nicht richtig wiedergegeben wird (siehe Abb. 4.1). Werden vollkommen
trockene Elemente betrachtet, so wird der Einu� des Wasserstandsgradienten auf die
Gleichungen der Impulserhaltung negiert:

@�

@x
=

@�

@y
= 0 : (4.1)

Diese Herangehensweise ist auch bei teilweise trockenen Elementen m�oglich und hat den
Vorteil, eines stetigen �Ubergangs zu ganz trockenen Elementen. Diese Wattstrategie
wirkt jedoch sehr bremsend bei utwellenartigen Ereignissen. Sind solche Vorg�ange
ausschlaggebend f�ur die Dynamik, ist ein Extrapolieren der Wasserstandsgradienten
auf das teilweise trockene Element empfehlenswert. Als eine dritte M�oglichkeit kann
eine Linearkombination beider Strategien vorgenommen werden. Die Modi�kation von
Kraftkomponenten in den Impulsgleichungen stellt eine sehr einfache Methode dar und
hat den gro�en Vorteil einer strikten Massenerhaltung des Str�omungsmodells. Trotz
dieser �Anderungen an der Impulsgleichung erfolgt ein vollst�andiges Trockenfallen durch
die advektiven und di�usiven Anteile.

(
��

�x
)(2) � 0

(
��

�x
)(2) � (

��

�x
)(1)

(
��

�x
)(1)

interpolierter Wasserstand

Abbildung 4.1: Wattstrategien

Eine �ahnliche Herangehensweise erfolgt bez�uglich der Seegangssimulation. F�ur die
Berechnung der Wellenausbreitung ( Kx und Ky ) besteht die Schwierigkeit, da� die
L�ange des Wellenzahlvektors f�ur sehr kleine Wasserst�ande gegen unendlich geht. Aus
diesem Grund wird f�ur die Berechnung des Wellenzahlvektors im gesamten Untersu-
chungsgebiet ein Mindestwasserstand, dem Untersuchungsgebiet angepa�t (z.B. 1cm
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f�ur gro�r�aumige Simulationen), garantiert. Bei der Bestimmung der Energiedissipation
infolge Wellenbrechens wird jedoch die richtige Wassertiefe zu Grunde gelegt.

4.2.2 Str�omung

W�ahrend die Finite-Element-Formulierung der Flachwassergleichung die VON NEUMANNsche
Randbedingung durch die Berechnung des Integrals �uber die normal zum geschlossenen
Rand gerichteten Str�omungskomponenten erf�ullt, m�ussen die DIRICHLETschen Rand-
bedingungen unabh�angig von den sich ergebenden Finite-Element-Gleichungen erzwun-
gen werden.

Im wesentlichen werden die DIRICHLETschen Randbedingungen am o�enen Rand,
also der Stelle, wo das Untersuchungsgebiet in ein gr�o�eres eingebettet ist, erzwungen.
Bei gro�en Untersuchungsgebieten reicht h�au�g das Einsteuern eines variablen Wasser-
standes aus.

An geschlossenen R�andern (wie Bauwerken, Str�anden usw.) wird zwischen slip und
no-slip Randbedingungen unterschieden.

Wird an einem geschlossenen Modellrand gefordert, da� dort keine Str�omungsge-
schwindigkeiten ~U auftreten, so wird diese mit no-slip Randbedingung bezeichnet:

~U = 0 : (4.2)

Sie wird bevorzugt an normalen Strandbereichen verwendet. Die no-slip Randbedin-
gung kann als nat�urlich bezeichnet werden. Sie steht zum einen mit der Modellvorstel-
lung gro�er Reibung bei kleinen Wasserst�anden und zum anderen mit der verwendeten
Wattstrategie f�ur die Str�omungssimulation im Einklang.

H�au�g ist es jedoch auch sinnvoll, eine zum Rand parallele Str�omung (z.B. an Ha-
fenmauern) zuzulassen. Die Randbedingung, die dieser Situation gen�uge tut, wird als
slip-Randbedingung bezeichnet. Hierbei wird f�ur die Normalengeschwindigkeit gefor-
dert:

~U ~n = 0: (4.3)

Hierbei ist n die Normale an den Modellrand.

4.2.3 Wellen

An den o�enen R�andern wird die Wellenh�ohe, Wellenanlaufrichtung und Wellenperiode
vorgegeben. Die Festlegung von Randbedingungen an geschlossenen R�andern ist f�ur
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die Wellenkomponenten wesentlich schwieriger. In Analogie zum Str�omungsmodell kann
eine Unterscheidung zwischen slip und no-slip Randbedingungen sinnvoll sein. Um feste
Bauwerke wie Hafenmauern n�aherungsweise zu beschreiben, wird angenommen, da�
auch die welleninduzierten Str�omungen (Orbitalbewegungen) nur parallel zum Rand
verlaufen k�onnen. Dies bedeutet andererseits eine Parallelit�at der Wellenzahlvektoren
zum Rand:

~K ~n = 0: (4.4)

Die Wellenamplitude wie auch die -periode k�onnen sich an solchen R�andern mit slip-
Randbedingung frei einstellen.

Die in der Literatur vorgeschlagenen Vorgaben f�ur no-slip Randbedingungen an
geschlossenen R�andern sind sehr problematisch. Ausgehend von den Betrachtungen
zur Wattstrategie und dem Ph�anomen, da� die Wellen immer senkrecht am Strand
ankommen, wird bei der no-slip Randbedingung die Richtung des Wellenzahlvektors
gleich der Richtung des Bodengradienten gesetzt, was voraussetzt, da� eine Richtung
des Bodengradienten eindeutig bestimmbar ist. Die Wellenamplitude ist an solch einem
Rand gleich Null.
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Kapitel 5

Numerische Realisierung

Die numerische Behandlung hyperbolischer Probleme, speziell zur Beschreibung von
Wellenfeldern, ist durch die Anwendung von Di�erenzenverfahren gepr�agt. Da diese
Verfahren schon l�angere Zeit entwickelt und erprobt werden, sind sie bereits so robust,
da� sie kommerziell eingesetzt werden.

Der Nachteil der Di�erenzenverfahren ist, da� sie auf kartesischen Gittern formu-
liert sind. Will man diese Verfahren auf Gebiete mit gekr�ummten R�andern anwenden, so
mu� das kartesische Gitter im

"
Rechenraum \auf den

"
physikalischen Raum\abgebildet

werden. Dies kann bei der Diskretisierung von komplizierten Topographien Schwierig-
keiten bereiten. Deshalb bieten sich Verfahren an, die auch auf unstrukturierten Gittern
durchf�uhrbar sind. Solche unregelm�a�igen Zerlegungen k�onnen eÆzienter erzeugt wer-
den. Diese Flexibilit�at bietet auch die M�oglichkeit, moderne adaptive Verfahren zur
Au�osung von Unstetigkeiten und starken Gradienten in der L�osung zu verwenden.

Ein solches Verfahren ist die Methode der Finiten Elemente, die im folgenden mit
FEM (Finite Element Methode) bezeichnet wird. Nachdem sich diese Verfahren im
Bereich der elliptischen und parabolischen Di�erentialgleichungen, z.B. in der Struk-
turmechanik etabliert haben, kam es auch zur Anwendung auf str�omungsmechanische
Fragestellungen. Dabei haben sich zur L�osung von Str�omungs- und Transportproble-
men PETROV-GALERKIN-Verfahren, im weiteren auch h�au�g mit PG-Verfahren be-
zeichnet, als geeignet erwiesen [2]. F�ur die Beschreibung von Wellenfeldern hat sich
die Methode der Finiten Elemente (FEM) speziell bei den komplexwertigen mild-slope-
Gleichungen durchgesetzt [6], [37]. Ein hyperbolisches Wellenmodell auf der Grundlage
der FEM wurde bereits in [24] vorgestellt. Auf Grund der dort verwendeten diskreten
Darstellung und des lumping sind die Ergebnisse jedoch problembehaftet.

In diesem Kapitel wird die numerische Approximation der entwickelten Gleichun-
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gen vorgestellt. An dieser Stelle soll auf einige grunds�atzliche Aspekte sowohl bei der
Wahl der numerischen Methoden als auch bei der Wahl der Formulierung der einzelnen
Prozesse eingegangen werden. So ist zur Beschreibung der Wellenenergieausbreitung
eine Formulierung der partiellen Di�erentialgleichung in der totalen Wellenenergie Et

(3.89) wie auch eine Formulierung in der Wellenamplitude a (3.90) m�oglich. Wird eine
lineare Approximation der Wellenh�ohe bzw. -amplitude bei der numerischen Realisie-
rung vorgenommen, so ist die Approximationsordnung der abh�angigen Gr�o�e Wellen-
energie quadratisch. Um also dieselbe G�ute der numerischen Approximation bei einer
Formulierung in der Wellenenergie zu erreichen, sind quadratische Ans�atze f�ur Et n�otig.
Analog ist eine Formulierung des Str�omungsgeschehens in der Geschwindigkeit der in
den Durch�ussen vorzuziehen.
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Das Gleichungssystem lautet:
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!
; j 6= i = 1; 2 ; (5.1)

k2 = K2 � Æ� ; (5.2)

�a =
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1 + s tanh(k d)
+ ~K~U ; (5.3)
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Dieses bildet die Grundlage f�ur die Bestimmung des k�ustennahen Str�omungs- und See-
gangsfeldes. Die auftretenden sechs partiellen Di�erentialgleichungen sind ihrem Typ
nach "Advektions-Di�usionsgleichungen". F�ur diesen Gleichungstyp gibt es eine Viel-
zahl in der Ingenieurpraxis eingesetzten Algorithmen. Betrachtet man die Gleichungen
in 5.1 (mit i = 1; 2 ) zur Beschreibung der Wellenausbreitung f�ur sich allein, so ist dies
ein rein advektives Problem. Bei der numerischen L�osung rein advektiver Probleme mit
Hilfe der Standard-Finiten-Di�erenzen- und der Standard-GALERKIN-Finite-Element-
Formulierung (BUBNOV-GALERKIN-Verfahren) erh�alt man unbrauchbare, physikalisch
nicht begr�undbare, oszillierende L�osungen. Durch das Verwenden nichtsymmetrischer
Finiter Di�erenzen wird eine bessere Approximation reiner Transportgleichungen er-
reicht. Eine Verallgemeinerung auf die Methode der Finiten Elemente stellen upwinding-
Verfahren dar. F�ur die numerische Realisierung wird deshalb ein streamline-upwinding-
PETROV-GALERKIN-Verfahren verwendet. Dabei wird das System als eine Einheit be-
trachtet und alle Gleichungen gleichzeitig gel�ost. In Zeitrichtung werden explizite und
ein Praediktor-Korrektor-Integrationsverfahren verwendet, deren Ordnungen zwischen
1 und 5 liegen.

Bevor jedoch auf die konkrete numerische Realisierung des Gleichungssystems ein-
gegangen wird, soll das streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-Verfahren, im wei-
teren h�au�g mit SUPG-Verfahren bezeichnet, allgemein entwickelt werden.

Da das obige Gleichungssystem 5.1-5.6 nicht nur vom Ort abh�angt, sondern auch
ein zeitabh�angiges Problem darstellt, sind einige zus�atzliche Bemerkungen n�otig. Im
allgemeinen gibt es zwei L�osungsm�oglichkeiten f�ur solche zeitabh�angigen Probleme. Ei-
ne besteht darin, Interpolationsfunktionen zu verwenden, die sowohl zeitlich als auch
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r�aumlich variabel sind. Dies bewirkt jedoch eine Erh�ohung der Dimension des Finiten
Zeitelements. Die zweite, wesentlich exiblere L�osung, ist die sogenannte semidiskrete
Methode, bei der die zeitliche Ableitung einer Variablen an den Knoten als eigenst�andig
angesehen wird. Das so entstehende gew�ohnliche Di�erentialgleichungssystem kann un-
ter Zuhilfenahme verschiedener, dem Problem angepa�ter Integrationsverfahren gel�ost
werden.

Die Herleitung der numerischen Approximation erfolgt dabei in zwei Schritten.
Zun�achst wird die �ortliche und in einem zweiten Teil die zeitliche Approximation be-
trachtet und entwickelt.

Im folgenden wird auf die allgemeine, dem betrachteten Gleichungssystem entspre-
chende Herleitung der Methode der Finiten Elemente kurz eingegangen. Da ein Zugang
zur FEM �uber ein Variationsprinzip nur eingeschr�ankt m�oglich ist, wird auf die Methode
der gewichteten Residuen zur�uckgegri�en.

5.1 Methode der gewichteten Residuen

Die Grundidee der Methode der gewichteten Residuen besteht darin, auf der Grundlage
des RITZschen Darstellungssatzes eine N�aherungsl�osung zu bestimmen. Dabei wird das
Verfahren auf der Grundlage der beschreibenden Di�erentialgleichung gebildet und ist
deshalb allgemein anwendbar. Das betrachtete Di�erentialgleichungssystem kann in der
folgenden allgemeinen Form geschrieben werden.

Sei 
 ein mathematisch o�enes beschr�anktes Gebiet im RN und � = @
 = �D [ �N
der Rand, wobei �D die Randst�ucken mit DIRICHLET-Randbedingung und �N mit
NEUMANN-Randbedingung sind. Es soll �D \ �N = ; gelten. Gesucht wird eine Funk-
tion U : 
 ! RM (M ist dabei die Dimension der unbekannten Gr�o�en), die dem
Gleichungssystem:

dU

d t
+ LU +Q = 0 ; 8x 2 
; t 2 (0; T ); T > 0 (5.7)

mit

L linearer Di�erentialoperator,

Q(~x; t) Quell- und Senkfunktion,

U(~x; t) = f(~x; t) ; 8x 2 �D8t 2 (0; T ) ;

@U(~x; t)

@n
= h(~x; t) ; 8x 2 �N8t 2 (0; T ) ;

U(~x; 0) = Uo(~x) ; 8x 2 
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entspricht. Dabei sind f; h; U0 gegebene Funktionen und n der �au�ere Normalenvektor
an den Rand �N . Das Intervall (0; T ) wird als Untersuchungsintervall bezeichnet.

Im weiteren wird nicht mehr der Raum aller Funktionen U : 
 ! RM betrachtet,
sondern nur alle Funktionen, die quadratisch integrierbar sind, d.h. alle die, bei denen
das Integral

R

 U

2(~x; t) d
 ; 8t 2 (0; T ) existiert. Diese Einschr�ankung ist f�ur die An-
wendung unwesentlich, hat aber den Vorteil, da� der Raum, in dem die L�osung gesucht
wird, ein Hilbertraum H1(
) ist. Hilbertr�aume sind vollst�andige lineare R�aume mit
einem Skalarprodukt und einer zugeh�origen Norm. Sie erm�oglichen die Anwendung des
RITZschen Darstellungssatzes.

Es erfolgt eine weitere Konkretisierung des Funktionenraumes, in dem die L�osung
der Gleichung 5.7 gesucht wird:

V := H1(
) ; (5.8)

V(f) := f' 2 H1(
) : ' = f auf �Dg: (5.9)

Das Aussehen des Funktionenraumes V(f) h�angt also zum einen von den Randbedin-
gungen und zum anderen auch von der Zeit ab.

Es seien �1; �2; :: eine Basis des Funktionenraumes V(f) , dann l�a�t sich jede Funk-
tion U 2 V(f) nach dem RITZschen Darstellungssatz schreiben als

U(~x; t) =
1X
i=1

Ci(t)�i(~x) ; (5.10)

wobei die skalaren Gr�o�en Ci(t) nur von t abh�angen. Im weiteren wird der Einfachheit
halber vorausgesetzt, da� alle Randwerte homogen sind. Um eine praktisch bestimm-
bare L�osung zu erhalten, wird in einem endlichdimensionalen Unterraum V h � V(f) ,
dim(V h) = h , eine N�aherungsl�osung von 5.7 gesucht. Die unendliche Summe in 5.10
wird dann endlich und die N�aherungsl�osung wird mit U bezeichnet.

Durch Einsetzen der N�aherungsl�osung U in die linke Seite von 5.7 entsteht im all-
gemeinen ein Defekt oder Residuum � .

Dieses Residuum soll nun im Inneren des Gebietes minimal werden. Dabei sind
verschiedene Herangehensweisen denkbar. Vor allem die folgenden zwei Ans�atze sind
dabei von praktischer Bedeutung:

Galerkin Methode:
Es wird gefordert, da� das Residuum � orthogonal zum Unterraum V h sein soll,
d.h. � besitzt keine Komponenten im Unterraum.
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Kleinste Quadrate Methode:
Diese Methode beruht auf der Minimierung des Quadratischen Fehlers jj�jjL2(
) .

Die Methode der gewichteten Residuen beinhaltet noch keine Diskretisierung. Die
im L�osungsansatz enthaltenen KoeÆzienten Ci(t) sind allgemeine Parameter und keine
Knotenwerte. Anstatt die L�osung durch Funktionen im gesamten Gebiet zu appro-
ximieren, werden Approximationsfunktionen zun�achst in Teilgebieten (lokale Elemen-
te) konstruiert. Die Minimierung des Residuum � beschr�ankt sich somit auf Teile des
L�osungsgebietes. Unter Einbeziehung von Anfangs- und Randbedingungen werden die
sich daraus ergebenden Elementgleichungen zum Gesamtgleichungssystem zusammen-
gebaut. F�ur zeitabh�angige Probleme entsteht ein System gew�ohnlicher Di�erentialglei-
chungen, die durch geeignete Verfahren in Zeitrichtung integriert werden m�ussen. Im
station�aren Fall lassen sich die partielle Di�erentialgleichung mit der FEM auf ein al-
gebraisches Gleichungssystem zur�uckf�uhren.

5.2 Numerische Ortsintegration mit der Methode

der Finiten Elemente

Das partielle Di�erentialgleichungssystem 5.1, 5.4-5.6 zur Beschreibung des Seegangs-
und Str�omungsgeschehens im K�ustenbereich ist durch den unterschiedlichen Charak-
ter seiner Gleichungen gekennzeichnet. Die Gleichungen zur Beschreibung der mitt-
leren Str�omungsverh�altnisse sind im betrachteten Anwendungsbereich im allgemeinen
str�omend, vom Advektions-Di�usions-Typ. Erst beim �Ubergang zu schie�ender Str�omung
werden die Gleichungen advektionsdominant.

Im Gegensatz hierzu sind die Gleichungen zur Beschreibung des Wellenfeldes reine
Advektionsgleichungen.

Zur L�osung der Flachwassergleichungen wurden in der Vergangenheit eine Reihe
von Finite Element Modellen ([11], [16]) entwickelt, die auf dem Standard-GALERKIN-
Verfahren basieren. Beim �Ubergang zu dominierender Advektion kommt es h�au�g zu
physikalisch nicht begr�undbaren St�orungen. Um diese oszillatorischen St�orungen zu un-
terdr�ucken, wurden verschiedene Verfahren entwickelt, so z.B. numerische Filter, lum-
ping bzw. partial lumping von gewissen auftretenden Matrizen.

Umfangreiche Forschungsarbeiten zur mathematisch-numerischen Formulierung von
dominant-advektiven Transportprozessen mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente
f�uhrten zur Entwicklung von upwindig-Verfahren [9]. Im weiteren wird ein allgemeiner
Zugang zu einem solchen upwinding-Verfahren �uber die Kombination einer kleinsten-
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Quadrate-Approximation und eines Standard-GALERKIN-Verfahren gegeben [49].

5.2.1 Petrov-Galerkin-Verfahren

Ausgehend von den im Abschnitt 5.1 eingef�uhrten R�aumen wird im weiteren die L�osung
von 5.7 in einem endlichdimensionalen Unterraum V h � V(f) mit dim(V h) = h gesucht.
Es sei �1; �2; ::�h eine endliche Basis des Funktionenraumes V h .

Ausgehend von 5.10 habe die gesuchte N�aherung U folgende Darstellung:

U =
hX
i=1

U i(t)�i(~x) = [�i]
T
h
U i
i
: (5.11)

Bei der Standard-GALERKIN-Approximation wird gefordert, da� der auftretende Fehler
orthogonal zum Unterraum V h ist, in dem die L�osung gesucht wird. Die Orthogonalit�at
ist gegeben, falls das Skalarprodukt im H1(
) ,

< �; � >H1(
)= 0 ; 8� 2 V h ; (5.12)

ist. Da V h ein linearer Raum mit einer endlichen Basis ist, reicht der Nachweis der Or-
thogonalit�at bez�uglich der Basis. F�ur alle �l aus der Basis von V

h wird beim Standard-
GALERKIN-Verfahren die folgende Identit�at gefordert:Z



�l

 
[�i]

T

"
@U i

@t

#
+ L

�
[�i]

T
h
U i
i�

+Q

!
d
 = 0: (5.13)

Im Zusammenhang mit notwendigen Anfangs- und Randbedingungen entsteht ein Sy-
stem von h gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen.

Andererseits f�uhrt die Minimierung des Fehlerquadrates auf

0 =
1

2

d

dU l

Z


�2d


=
Z



d
�
L
�
[�i]

T [U i]
��T

dU l

 
[�i]
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"
@U i

@t

#
+ L

�
[�i]

T
h
U i
i�

+Q

!
d


oder Z


L(�l)

T

 
[�i]

T

"
@U i

@t

#
+ L

�
[�i]

T
h
U i
i�

+Q

!
d
 = 0 : (5.14)

Durch eine Linearkombination beider Verfahren entsteht ein PETROV-GALERKIN-
Verfahren Z



(�l + �L(�l))

 
[�i]

T

"
@U i

@t

#
+ L

�
[�i]

T
h
U i
i�

+Q

!
d
 = 0 (5.15)
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mit einem unbekannten Parameter � (upwinding Parameter). Die Bestimmung von ge-
eigneten upwinding-Parametern ist ein au�erordentlich schwieriges Problem und h�angt
eng mit den zu beschreibenden physikalischen Prozessen zusammen.

Werden die Betrachtungen auf eine skalare Gr�o�e U und den eindimensionalen
Fall reduziert, entsteht die Form des klassischen Zugangs zum PETROV-GALERKIN-
Verfahren. Bei der klassischen Herleitung werden die Testfunktionen durch Hinzunahme
anderer Funktionen modi�ziert (�SUPG ). Im Unterschied zur urspr�unglichen upwinding-
Technik, bei der die Testfunktion durch ein Polynom h�oherer Ordnung modi�ziert wird,
erfolgt beim oben beschriebenen streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-Verfahren
im eindimensionalen Fall eine Modi�kation der Testfunktion durch ein Polynom gerin-
gerer Ordnung.

Durch das Verwenden linearer Ansatzfunktionen verschwinden Anteile h�oherer Ord-
nung des Di�erentialoperators L bez�uglich der Ansatzfunktionen. Die Testfunktion des
klassischen GALERKIN-Verfahrens (�G ) wird mit einer Funktion p erweitert:

�SUPGl = �Gl + p

mit

p = � L(�l) :

(5.16)

Die Funktion p ist f�ur lineare Finite Elemente innerhalb des Elements konstant, jedoch
ist ihr Wert auf der Elementkante Null. Die Modi�kation der Testfunktion wirkt al-
so nur innerhalb des Elements und hat keine Wirkung auf die Stetigkeit der L�osung.
Im eindimensionalen Fall haben die Testfunktionen das in Abbildung 5.1 dargestellte
einfache Aussehen.

Ausgehend von diesem allgemeinen Herangehen wird im folgenden die Realisierung
der Gleichung beschrieben. Die Zerlegung des Untersuchungsgebietes erfolgt mit Drei-
eckselementen. Als Ansatzfunktionen werden Polynome ersten Grades verwendet, also
lineare Ansatzfunktionen.

5.2.2 Finite Element Zerlegung

F�ur das hier vorgestellte Problem wird ein Finite-Element-Verfahren verwendet. Hierzu
wird das Untersuchungsgebiet 
 in endlich viele (NE) Teile 
e zerlegt. Diese Zerlegung
mu� folgende Eigenschaften aufweisen:

(1) 
 =
NES
e=1


e :
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i+1i

p

h

i–1

h

Transportrichtung

GALERKIN

1

Abbildung 5.1: streamline-upwinding-PG-Verfahren

(2) Der Rand von 
e mu� zu 
e geh�oren. Das Innere von 
e mu� beschr�ankt sein
und der Rand mu� der LIPSCHITZ-Bedingung gen�ugen. In der Praxis ist die
Bedingung bei beschr�ankten konvexen und polygonal berandeten Gebieten erf�ullt.
(Im weiteren werden nur noch Simplexe betrachtet.)

(3) 
i und 
j mit i 6= j haben h�ochstens Randpunkte gemeinsam.

(4) Die Menge der gemeinsamen Punkte zweier Elemente 
i , 
j mit i 6= j besteht
entweder aus einem Eckpunkt von 
i und 
j oder aus einer gemeinsamen Kante
mit den zugeh�origen Eckpunkten.

Im folgenden werden die Teilgebiete 
e als Elemente der Zerlegung bezeichnet. Erst in
Verbindung mit dem Raum Pk(


e) , der Menge aller Polynome auf 
e , deren Grad klei-
ner gleich k ist, wird von einem Finiten Element bzw. einer Finiten Element Zerlegung
gesprochen.

5.2.3 Optimale upwinding Parameter

Die richtige Wahl der upwinding-Parameter hat nicht nur auf die Stabilit�at der nume-
rischen L�osung Einu�. Vielmehr h�angt von der Wahl dieser Parameter die G�ute der
L�osung ab.

Infolge der rasanten Entwicklung von streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-
Verfahren bei der Simulation von Transportprozessen entstand eine geschlossene Theo-
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rie zur Bestimmung optimaler upwinding-Parameter auf der Grundlage mehrdimensio-
naler Element-PECLET-Zahlen [19] f�ur skalare Unbekannte. Eine allgemeine Formulie-
rung vektorwertiger Transportvorg�ange existiert noch nicht.

Auf Grund der Trennung von zeitlicher und �ortlicher Approximation wird kein
upwinding-Element in Zeit und Raum betrachtet, sondern die Eigenst�andigkeit der
zeitlichen Ableitung als Variable angenommen. Somit wird zu jedem Zeitpunkt, bei
bekannter zeitlicher Ableitung, eine station�are FEM-Approximation im Ort gesucht.
Es reicht folglich aus, f�ur die in dieser Arbeit vorkommenden F�alle, die in der Literatur
angegebenen optimalen Parameter f�ur station�are Probleme zu dokumentieren.

Im weiteren wird nur noch der in den zu approximierenden Gleichungen auftretende
spezielle Di�erentialoperator L mit:

L =
2X
i=1

Axi

@

@xi
+ k

@2

@x2i
(5.17)

betrachtet.

Ausgehend von der eindimensionalen De�nition der Element-PECLET-Zahl

Pe :=
Ah

k
(5.18)

f�ur das Problem

A
@U

@x
� k

@2U

@x2
+Q = 0 (5.19)

ist eine �Uberf�uhrung in den mehrdimensionalen Fall m�oglich.

Im eindimensionalen Fall hat der optimale upwinding-Parameter die Form:

�opt =
j�optj h
2 jAj (5.20)

mit

�opt = coth(jPej)� 1

jPej : (5.21)

Hierbei ist h der Abstand zwischen zwei benachbarten Knoten. F�ur reine Advektion
(k = 0 ) wird �opt = 1 . Der Nachweis der Optimalit�at f�ur den eindimensionalen Fall
wurde in [10] gef�uhrt.

Beim �Ubergang zum mehrdimensionalen Fall wird von der Idee ausgegangen, ei-
ne Optimalit�at der upwinding-Parameter auf den Charakteristiken zu erreichen. Das
Problem kann so wiederum auf den eindimensionalen Fall reduziert werden.
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Zun�achst wird auf den auch in dieser Arbeit vorkommenden Spezialfall einer von
zwei Ortskoordinaten abh�angigen skalaren Gr�o�e (z.B. der Wellenamplitude) einge-
gangen. Typische in der Literatur zu �ndende Anwendungen sind Transportvorg�ange
(Konzentrationen, Temperaturen usw.):

2X
i=1

Axi

@U

@xi
+ k

@2U

@x2i
+Q = 0 : (5.22)

Die Transportgeschwindigkeit ist nun eine vektorielle Gr�o�e mit dem Betrag
jj ~Ajj =

q
A2
x + A2

y . Die Element-PECLET-Zahl f�ur den zweidimensionalen Fall ergibt

sich auf analoge Weise wie im eindimensionalen Fall:

Pe =
jj ~Ajj h
k

(5.23)

und der optimale upwinding-Parameter

�opt =
j�optj h
2 jj ~Ajj : (5.24)

Zur Bestimmung der Elementausdehnung h bez�uglich einer Transportrichtung im
Element wird auf einfache geometrische Relationen (siehe Abbildung 5.2) zur�uckgegrif-

fen, h ist dabei die maximale Ausdehnung des Elementes bez�uglich des Vektorfeldes ~A
.

Transportrichtung

A_x

3

a2�

2

a2�
A

h

Ax

Ay

1

Abbildung 5.2: Bestimmung der Dreiecksausdehnung

Die n�achste Erweiterung ist der �Ubergang zu vektoriellen Unbekannten ~U . Die
Gr�o�en Ax und Ay werden dann Matrizen der Dimension der Unbekannten ~U . In
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diesem Fall ist nur unter der Bedingung einer Entkoppelbarkeit der Gleichungen eine
allgemeine Darstellung m�oglich [49].

Sind die Gleichungen nicht entkoppelbar, so fehlt bisher eine geschlossene Darstel-
lung. Die Wahl der upwinding-Parameter erfolgt daher im Zusammenhang mit den phy-
sikalischen Erscheinungen, die beschrieben werden sollen. Auf die Wahl der upwinding-
Parameter wird in Zusammenhang mit den konkreten Gleichungen eingegangen. Dabei
wird speziell die enge Abh�angigkeit des upwinding-Parameters von den Geschwindig-
keiten, die dem physikalischen Proze� innewohnen, eine zentrale Rolle spielen.
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5.2.4 Petrov-Galerkin-Approximation der Wellengleichungen

In diesem Abschnitt soll exemplarisch die konkrete numerische Realisierung der Glei-
chungen zur Bestimmung der Wellenparamenter beschrieben werden. Dabei wird, um
die �Ubersichtlichkeit zu gew�ahrleisten, ein Spezialfall ohne Str�omungseinu� betrachtet.
Der Aufbau des Verfahrens f�ur die vollst�andigen Gleichungen erfolgt dann auf analoge
Weise:

Wellengleichung W1 :
@Kx

@t
+ @�

@x
� Cgy

@Ky

@x
+ Cgy

@Kx

@y
= 0 ; (5.25)

Wellengleichung W2 :
@Ky

@t
+ @�

@y
+ Cgx

@Ky

@x
� Cgx

@Kx

@y
= 0 ; (5.26)

klass. Dispersionsgl.:
q
g k tanh(k d) = � ; (5.27)

Wellengleichung W3 :
@a
@t
+ Cgx

@a
@x

+ Cgy
@a
@y

+ a
2

�
@Cgx

@x
+ @Cgy

@y

�
� �B

� g a
= 0 : (5.28)

Zwischen den ersten beiden Gleichungen besteht eine direkte Kopplung der unbe-
kannten Gr�o�en Kx und Ky . Der Einu� einer eventuellen Perioden�anderung (� )
wird mittels der Quell- bzw. Senkterme @�

@x
und @�

@y
ber�ucksichtigt. Die Gleichung der

Wellenamplitude 5.28 ist nur �uber die Gruppengeschwindigkeit mit den ersten drei
Gleichungen gekoppelt. In einer Matritzenbetrachtung kann deshalb die Gleichung 5.28
separat betrachtet werden. Es werden zun�achst die Wellengleichungen 5.25 und 5.26
betrachtet.

Die ersten beiden Gleichungen lassen sich in Matrixform:

@K

@t
+ A

@K

@x
+B

@K

@y
+Q = 0 (5.29)

mit

Q =

"
@�
@x
@�
@y

#
;

K =

"
Kx

Ky

#
;

A =

"
0 �Cgy

0 Cgx

#
;

B =

"
Cgy 0

�Cgx 0

#
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schreiben. Der in Abschnitt 5.1 verwendete lineare Di�erentialoperator L konkretisiert
sich hier:

L = A
@

@x
+B

@

@y
: (5.30)

Die L�osungsfunktion setzt sich aus linearen Ansatzfunktionen zusammen. Seien
�1; �2; �3 Ansatzfunktionen bez�uglich eines bestimmten Dreieckelements:

[�i] =

2
64 �1
�2
�3

3
75 : (5.31)

Die PETROV-GALERKIN-Approximation f�ur die l -te Gleichung hat nach 5.15 dann
die Form:

Z



 
�l + �

(
A
@�l
@x

+B
@�l
@y

)!  
@K

@t
+ A

@K

@x
+B

@K

@y
+Q

!
d
 = 0 (5.32)

und ausf�uhrlich:

Z
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d
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B
@K

@t
+BA

@K

@x
+B2@K

@y
+BQ

!
d
 = 0 : (5.33)

Werden die entsprechenden Matrizenmultiplikationen ausgef�uhrt, ergibt dies:

AB =

"
CgxCgy 0
�C2

gx 0

#
;

A2 =

"
0 �CgxCgy

0 C2
gx

#
;

B2 =

"
C2
gy 0

�CgxCgy 0

#
;

BA =

"
0 �C2

gy

0 CgxCgy

#
;
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A
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o
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@K

@y
=
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@y

�C2
gx

@kx
@y

#
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B
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+BA
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+B2@K

@y
+BQ

!
=

2
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Cgy

n
@kx
@t

+ @�
@x
� Cgy

@ky
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+ Cgy
@kx
@y

o
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n
@kx
@t

+ @�
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� Cgy

@ky
@x

+ Cgy
@kx
@y

o
3
775 :

Durch das Zusammenf�uhren der einzelnen Ausdr�ucke entstehen die neuen Bestim-
mungsgleichungen des streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-Verfahren.

Wellengleichung 1:

Z
�lW1 + � Cgy

@�l
@x

f�W2g

+ � Cgy

@�l
@y

fW1g d
 = 0 ; (5.34)
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Wellengleichung 2:

Z
�lW2 + � Cgx

@�l
@x

fW2g

+ � Cgx

@�l
@y

f�W1g d
 = 0 : (5.35)

Hierbei entsprechen die Terme W1 und W2 jeweils der linken Seite der entsprechen-
den Gleichungen 5.25 und 5.26. Ein sehr wichtiger Aspekt f�ur die Funktionsf�ahigkeit
des SUPG-Verfahrens ist die richtige Wahl der upwinding-KoeÆzienten.

Ausgehend von der allgemeinen Herleitung des SUPG-Verfahrens und den Ausf�uhrun-
gen in Abschnitt 5.2.3 besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem upwinding-
KoeÆzienten und den dem System innewohnenden Geschwindigkeiten. Die Gruppenge-
schwindigkeit mit ihren Richtungskomponenten Cgx und Cgy als dem System innewoh-
nende Geschwindigkeit ist sofort ersichtlich. Das die Wellengeschwindigkeit C auch eine
dem System innenwohnende Geschwindigkeit ist, folgt aus der genaueren Betrachtung
des Ausdruckes @�

@xi
. Unter Beachtung der Beziehung C = �

k
ergibt sich:

@�

@xi
=

@C k

@xi

= C
@k

@xi
+ k

@C

@xi
:

Ausgehend vom rein advektiven Charakter der Gleichungen wird der upwinding-Parameter

� = 0:5
h

Cg + C
(5.36)

verwendet.

Die SUPG-Approximation der skalaren Wellenamplitude a entspricht der in der
Literatur ausf�uhrlich beschriebenen klassischen skalaren Transportgleichung und erfolgt
auf analoge Weise:

Wellengleichung 3:

@a

@t
+ Cgx

@a

@x
+ Cgy

@a

@y
+
a

2

 
@Cgx

@x
+
@Cgy

@y

!

� �B
� g a

= 0 ; (5.37)
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SUPG-Gleichung:

Z


�lW3 + �a

 
Cgx

@�l
@x

W3 + Cgy

@�l
@y

W3

!
d
 = 0 : (5.38)

Ein geeigneter upwinding-Parameter ergibt sich unter Beachtung der Tatsache einer
reinen skalaren Transportgleichung und unter Zuhilfenahme der Relation 5.24:

�a = 0:5
h

Cg

: (5.39)

5.2.5 Petrov-Galerkin-Approximation des Str�omungsmodells

Ausgehend von den guten Erfahrungen bei der Simulation von dammbruchinduzierten
Flutwellen mittels eines PG-Verfahrens [2] wurde auch bei der numerischen Approxima-
tion der Flachwassergleichungen ein streamline-upwindig PG-Verfahren verwendet. Im
Gegensatz zu dem in der Literatur [23] verwendeten upwinding wird hier der Herleitung
in Abschnitt 5.2.1 gefolgt. Um die prinzipielle Herangehensweise zu dokumentieren,
werden nur die einfachen Flachwassergleichungen betrachtet:

Impulsgleichung E1 :
@Ux

@t
= �Ux

@Ux

@x
� Uy

@Ux

@y
� g

@�

@x
+ �x

@2Ux

@x2
+ �y

@2Ux

@y2
;(5.40)

Impulsgleichung E2 :
@Uy

@t
= �Ux

@Uy

@x
� Uy

@Uy

@y
� g

@�

@y
+ �x

@2Uy

@x2
+ �y

@2Uy

@y2
;(5.41)

Kontinuit�atsgleichung E3 :
@�

@t
= �@Ux(h+ �)

@x
� @Uy(h+ �)

@y
: (5.42)

Durch Ausmultiplikation der Kontinuit�atsgleichung 5.42 ergibt sich die konkrete Form
des Di�erentialoperators L wie folgt:

L = A
@

@x
+B

@

@y
+ �x

@2

@x2
+ �y

@2

@y2
(5.43)

mit

A =

2
64 Ux 0 g

0 Ux 0
h+ � 0 Ux

3
75

und

B =

2
64 Uy 0 0

0 Uy g
0 h + � Uy

3
75 :
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Bei der Anwendung dieses Di�erentialoperators auf die linearen Test- und Ansatzfunk-
tionen verschwinden die h�oheren Ableitungen:

L(�l) = A
@�l
@x

+B
@�l
@y

: (5.44)
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Unter Zuhilfenahme einer analogen Herleitung wie im Abschnitt 5.2.4 ergeben sich
die neuen Bestimmungsgleichungen:

� Kontinuit�atsgleichung

Z


�lE3 + � c

 
(h + �)

@�l
@x

E1 + Ux

@�l
@x

E3 + (h + �)
@�l
@y

E2 + Uy

@�l
@y

E3

!
d
 = 0 ; (5.45)

� Impulsgleichung in x-Richtung

Z


�lE1 + � c

 
Ux

@�l
@x

E1 + g
@�l
@x

E3 + Uy

@�l
@y

E1

!
d
 = 0 ; (5.46)

� Impulsgleichung in y-Richtung

Z


�lE2 + � c

 
Ux

@�l
@x

E2 + Uy

@�l
@y

E2 + g
@�l
@y

E3

!
d
 = 0 : (5.47)

Unter Verwendung der dem System physikalisch innewohnenden Geschwindigkeiten
ist es m�oglich, einen upwinding-KoeÆzient zu bestimmen. Unter Ausnutzung der allge-
meinen Aussagen des Kapitels 5.2.3 ist es naheliegend eine Element-PECLET-Zahl f�ur
das Str�omungsgeschehen einzuf�uhren:

Pec :=
(jj~U jj+ c) h

jj~�jj (5.48)

mit c =
p
g d .

Der verwendete upwinding-KoeÆzient hat dann in Anlehnung an 5.24 die Form:

� c =
j�optj h

2 (jj~U jj+ c)

und (5.49)

�opt = coth(jPecj)� 1

jPecj : (5.50)

Auf einige Probleme sei hier jedoch nochmals hingewiesen. So stellen jegliche Ein-
gri�e in den Ergebnisvektor der zeitlichen Ableitungen und erst recht in den Vektor der
Zustandsgr�o�en, z.B. infolge einer Wattstrategie, das Erzeugen eines zus�atzlichen Feh-
lers innerhalb der Gleichungen dar. Das PG-Verfahren versucht nun diesen gewollten
Fehler zu minimieren. Hierauf ist bei der praktischen Umsetzung zu achten.
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5.3 Generierung des globalen FEM-Schemas

In diesem Abschnitt soll eine allgemeine Herangehensweise zur Generierung der Ma-
trizengleichungen sowohl f�ur Standard - als auch PETROV-GALERKIN-Verfahren mit
linearen Ansatzfunktionen und Dreieckselementen vorgestellt werden.

Die zu approximierenden Gleichungen sowohl zur Bestimmung des Seegangs- als
auch des Str�omungsgeschehens haben �ahnliche Strukturen. Werden im weiteren die
betrachteten Gr�o�en mit u(~x; t) und v(~x; t) bezeichnet, so treten in den zu approximie-
renden Gleichungen folgende allgemeine zu berechnende Ausdr�ucke auf:

I :
Z


�lu d
 ; (5.51)

II :
Z


�l v

@u

@x
d
 ; (5.52)

III :
Z


�l
@2u

@x2
d
 und (5.53)

IV :
Z


v
@�l
@x

u d
 : (5.54)

Dabei ist es auch m�oglich, da� die eine oder andere Funktion eine Konstante oder ein
zusammengesetzter Ausdruck ist.

Es wird eine Darstellung, wie dies bei der Methode der Finiten Elemente der Fall
ist, der Funktionen u und v in der Form

u = [�i]
T [ui] und v = [�i]

T [vi] (5.55)

angenommen, wobei die mit dem Indize oben gekennzeichneten Gr�o�en Knotenwerte
darstellen. Im weiteren werden die obigen Ausdr�ucke in bezug auf ihre numerische
Approximation mit linearen Dreieckselementen konkretisiert:

I :
Z


�lv d
 =

�Z


�l�id


�T h
vi
i
: (5.56)

Die Funktion v kann dabei auch die zeitliche Ableitung einer Gr�o�e sein. Damit ergibt
sich f�ur

Z


�l
@u

@t
d
 =

�Z


�l�id


�T "@ui
@t

#
: (5.57)
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Der zweite Ausdruck chrakterisiert h�au�g den Transportanteil an einem physikalischen
Prozess:

II :
Z


�l v

@u

@x
d
 =

Z


�l

 
3X
i=1
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!0@ 3X
j=1

uj
@�j
@x

1
A d
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=
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�l�id


�T h
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i "@�j

@x

#T h
uj
i
: (5.58)

F�ur den Fall III werden die speziellen Eigenschaften der Testfunktionen �l , wonach das
Randintegral �uber eine Testfunktion Null ist, bei der partiellen Integration verwendet:

III :
Z


�l
@2u

@x2
d
 = �

Z



@�l
@x

@u

@x
d


= �@�l
@x

Z



@u

@x
d


= �@�l
@x

"
@�i
@x

#T h
ui
i Z



1 d
 : (5.59)

Der vierte Ausdruck kommt bei der oben vorgestellten Herleitung im wesentlichen bei
der Integration des streamline-upwinding in die Finite Element Approximation zum
Tragen:

IV :
Z


v
@�l
@x

u d
 =
@�l
@y

Z


[�i]

T
h
vi
i
[�j]

T
h
uj
i
d
 : (5.60)

Unter Zuhilfenahme dieser allgemeinen Betrachtungen ist nun die FEM-Formulierung
f�ur ein Element und eine Testfunktion �l einfach. Exemplarisch wird diese Formulie-
rung an der Wellengleichung 1 (5.34) dargestellt. Im Rahmen der Approximation der
Wellengleichung 1 werden f�ur die auftretenden Funktionen �a , Cgx , Cgy sowie f�ur den
Fehler bei der Approximation der GleichungW1 undW2 wiederum lineare Darstellungen
angenommen.



84 KAPITEL 5. NUMERISCHE REALISIERUNG

Dies ergibt:

�Z
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; (5.61)
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Auf analoge Weise erh�alt man f�ur alle anderen Gleichungen Elementapproxima-
tionen. Ausgehend von diesen Elementgleichungen wird das globale Gleichungssystem
aufgebaut, welches die FEM-Approximation des gesamten Untersuchungsgebietes be-
schreibt. Es entsteht ein Gleichungssytem der allgemeinen Form:

M �
h
_Ki
x

i
=
h
ri
i
: (5.62)

Dabei ist M die globale Matrix, die die Verkn�upfung der Zeitableitung der Zustands-
gr�o�en an den Knoten wiedergibt. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die zeit-

lichen Ableitungen einfach mit einem Punkt gekennzeichnet ( _Ki
x =

@Ki
x

@t
). Die konkrete

Struktur der Matrix M wird im weiteren noch behandelt.

5.4 Einarbeiten der Randbedingungen

Im folgenden soll auf die Realisierung und Einarbeitung der Randwerte eingegangen
werden. Exemplarisch wird dies wiederum an der Gr�o�e Kx verdeutlicht. Es wird nicht
wie in den Ingenieurwissenschaften (siehe [11], [49]) gebr�auchlich der Wert selbst an ei-
nem Randknoten erzwungen, sondern die zeitlichen Ableitung dieser Gr�o�e. Durch diese
Herangehensweise wird ein mathematisch sauberes und numerisch eÆzienteres Einar-
beiten der Randbedingungen gew�ahrleistet. Die �Anderung einer physikalischen Gr�o�e in
einem Randknoten wirkt somit sofort auf die zeitliche Entwicklung der Gr�o�en an den
benachbarten Knoten. Mit dem Bekanntsein des zeitlichen Verlaufes der Randfunktion
Kx(t) ist auch die zeitliche Ableitung dieser bekannt. Es mu� also in 5.62 der Randwert
_Kx(t) an den Randknoten eingearbeitet werden. Beispielhaft wird dies f�ur den Knoten
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2 dargestellt. Sei: 2
66664
m11 m12 � � � m1n

m21 m22 � � � m2n
...

mn1 mn2 � � � mnn

3
77775

2
666664

_K1
x

_K2
x
...
_Kn
x

3
777775 =

2
66664
r1

r2

...
rn

3
77775 ; (5.63)

so erfolgt das Einarbeiten des Randwertes _K2
x(t) durch:2

66666664

m11 0 � � � � � � m1n

0 1 0 � � � 0
0
...

mn1 0 � � � � � � mnn

3
77777775

2
666666664

_K1
x

_K2
x
...
...
_Kn
x

3
777777775
=

2
66666664

r1

0
...
...
rn

3
77777775
�

2
66666664

m12
_K2(t)

� _K2
x(t)

m32
_K2(t)
...

mn2
_K2(t)

3
77777775
: (5.64)

Hierdurch entsteht ein neues System gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen:

�M
h
_Ki
i
=
h
�ri
i
; (5.65)

wobei �M und �r die Matrix und der Vektor mit den eingearbeiteten Randbedingungen
sind.

Analog erfolgt das Einarbeiten der Randbedingungen an den geschlossenen R�andern.
Bei der no-slip-Randbedingung wurden als Startwerte f�ur das Str�omungsmodell Ge-
schwindigkeiten von Null vorgegeben. Die no-slip-Randbedingung bedeutet nun die
Forderung, da� alle Beschleunigungen @Ui

@t
Null sein m�ussen, folglich werden sie bei

der Einarbeitung erzwungen.

Soll eine slip-Randbedingung am geschlossenen Rand erzwungen werden, mu� die
Eckform des betrachteten Knotens beachtet werden. Dabei mu� prinzipiell zwischen
geschlossenen spitzen und stumpfen Ecken unterschieden werden.

Zun�achst wird der Fall der stumpfen Ecke betrachtet, da er der einfachere ist. Bei
der Generierung eines Anfangszustandes mu� gew�ahrleistet sein, da� die vektoriellen
L�osungskomponenten ~U und ~K nicht die angrenzenden R�ander schneiden. Im weiteren
bleibt die Beschleunigung dieser Gr�o�en unver�andert, solange sich die L�osungsvektoren
in den erlaubten Bereichen, zum Beispiel in den Bereichen A und B in der Abbildung
5.3 be�nden. Wird der Rand der erlaubten Bereiche erreicht, so wird der Anteil der
vektoriellen Beschleunigung auf Null gesetzt, der den L�osungsvektor aus dem erlaubten
Bereich treiben w�urde. Folgt man dieser Argumentation f�ur eine spitze Ecke, so ist
der erlaubte Bereich dort leer. F�ur die Str�omungsgeschwindigkeit bedeutet dies , da�
dort keine Str�omung existieren kann. Die Randbedingung entspricht dort einer no-slip-
Randbedingung. F�ur die Berechnung der Wellenzahlvektoren ~K ist die Situation einer
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2

Geschlossener Rand

3

1

spitzer Eckknoten

B

2

3

stumpfer Eckknoten 

1

A

Geschlossener Rand

Abbildung 5.3: Eckformen an geschlossenen R�andern

spitzen Ecke wesentlich komplizierter. Wie schon erw�ahnt, ist aus numerischer Sicht
eine Wellenzahl von Null genauso unm�oglich, wie eine von unendlich. Zun�achst wird
vorgeschlagen, solche Knoten explizit mit Randwerten zu spezi�zieren. Ein zweiter,
noch handhabbarer Fall ist, wenn aus den Gegebenheiten des Untersuchungsgebietes
in der Umgebung dieses Knotens sichergestellt ist, da� der Wellenzahlvektor zu jeder
Zeit aus dem Untersuchungsgebiet herauszeigt. Dann brauchen dort keine Vorgaben
gemacht zu werden.

5.5 Entwicklung eines expliziten Algorithmus

Wie im obigen Kapitel erl�autert, besteht zun�achst die Aufgabe, das Gleichungssystem
5.65 nach dem Vektor der zeitlichen Ableitungen [ _Ki] aufzul�osen. Es wird von folgender
Gleichung ausgegangen:

�M �
h
_Ki
i
=
h
�ri
i
: (5.66)

Das Gleichungssystem (5.66) kann nun direkt durch das Berechnen der inversen
Matrix �M�1 oder durch Gleichungsl�oser gel�ost werden. Es wird nochmals die Struktur
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der Matrix �M betrachtet:

�M =

2
666664

1
6

: : : �1i
12

: : :
...

. . .
...

... �lm
12

. . .
...

: : : : : : : : : n
6

3
777775 : (5.67)

Betrachtet man beispielsweise den Knoten i, so ist der Elementpatch des Knotens i die
Menge aller Elemente, zu denen der Knoten i geh�ort. Die Anzahl der Elemente wird
mit i bezeichnet.

Eine allgemeine Konvergenz eines iterativen Einschrittverfahrens zur L�osung von
linearen Gleichungssystemen ist nur bei Diagonaldominanz gegeben:

aii >
X
j 6=i

aij : (5.68)

Dies ist im obigen Fall jedoch nicht so. Bei einer guten Startn�aherung kommt man
jedoch auch zu einem Ergebnis:2

664
1
6

0 0

0
. . . 0

0 0 n
6

3
775 h _Ki

i
l+1

= �

2
664

0 �ij
12

: : :
...

. . .
...

: : : : : : 0

3
775 h _Ki

i
l
+
h
ri
i
: (5.69)

Verwendet man als Standardn�aherung die Ableitungen zu einem nahen vorherigen
Zeitpunkt, sind nur wenige Iterationen und bei hinreichend kleinem Zeitschritt �t sogar
nur ein Iterationsschritt n�otig. Man erh�alt also bei hinreichend kleinem �t folgende
Bestimmungsgleichung f�ur die zeitlichen Ableitungen:

2
664

1
6

0 0

0
. . . 0

0 0 n
6

3
775 h _Ki

i
= �

2
664

0 �ji
12

: : :
...

. . .
...

: : : : : : 0

3
775 h _Ki

i
old

+
h
ri
i
: (5.70)

Eine andere M�oglichkeit eine Startn�aherung zu erhalten, ist die Matrix �M zu lum-
pen. Die Startn�aherung entspricht dann einer mittleren L�osung �uber einem Patch zum
aktuellen Zeitpunkt. Betrachtet man die Zeile i, so bedeutet die Gleichung 5.67:

� Die Summe _Kj des Patches der am Knoten i h�angenden Elemente wird mit _Ki

gemittelt und ist gleich ri .
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Wird von hinreichend kleinen Elementen und von einer gewissen Glattheit von _K aus-
gegangen, so ist der Wert von _Ki nicht weit vom Mittelwert der um ihn herumliegenden
Knotenwerten entfernt. Bei der Wahl eines Sch�atzwertes der zeitlichen Ableitung er�o�-
net sich ein breiter M�oglichkeitsbereich durch die Linearkombination beider vorgestellter
Sch�atzungen.

5.6 Numerische Zeitintegration

Wie im vorhergehenden Kapitel gezeigt wurde, reduzieren sich bei der hier vorgestell-
ten Vorgehensweise die Modellgleichungen nach der �ortlichen Approximation mittels
eines GALERKIN- bzw. PETROV-GALERKIN-Verfahrens auf ein System gew�ohnlicher
Di�erentialgleichungen. In Verbindung mit vorgegebenen Anfangswerten kann zur zeit-
lichen L�osung dieses Systems gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen auf eine Vielzahl von
Standardverfahren zur�uckgegri�en werden. Im weiteren werden die verwendeten Algo-
rithmen kurz beschrieben. Dabei wird ein Anfangswertproblem der allgemeinen Gestalt

_X(t) = f(X(t)) (5.71)

mit der Anfangsbedingung X(t0) = X0 und dem Integrationsintervall [t0; tend] betrach-
tet.

Die numerischen Verfahren zur L�osung von Anfangswertaufgaben werden in
1. Einschrittverfahren,
2. Mehrschrittverfahren und
3. Extrapolationsverfahren
unterschieden.

Zu der Gruppe der Einschrittverfahren geh�ort im wesentlichen die Klasse der expli-
ziten und impliziten Runge-Kutta-Verfahren. Im Gegensatz zu den Einschrittverfahren,
die zur Bestimmung einer N�aherung von X(t + �t) nur einen vorangegangenen Wert
X(t) ben�otigen, verwenden Mehrschrittverfahren eine gr�o�ere Anzahl von Zust�anden
in der Vergangenheit. Unter den Ein- und Mehrschrittverfahren bilden die Pr�adiktor-
Korrektor-Verfahren eine eigene Klasse. Bevor jedoch auf die konkrete Wahl eines Inte-
grationsverfahrens eingegangen wird, m�ussen zun�achst die Eigenschaften des gew�ohnli-
chen Di�erentialgleichungssystems bestimmt werden. Eine mathematische Analyse ist
auf Grund der Komplexit�at der entstehenden Gleichungen nicht m�oglich. Deshalb wird
an dieser Stelle eine, in Anlehnung an die zu beschreibenden physikalischen Prozesse,
pauschale Betrachtung durchgef�uhrt.

Unter Zuhilfenahme eines �ktiven Untersuchungsgebietes mit Watt- und Tiefwasser-
gebieten werden Gel�andepunkte in der Wasserwechselzone, im Tiefwasser sowie auf dem
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trockenen Strand gew�ahlt. Es ist zu erkennen, da� sich die zeitlichen Entwicklungen der
gesuchten Gr�o�en, z.B. Str�omungsgeschwindigkeiten, um Gr�o�enordnungen unterschei-
den. Dabei k�onnen Knoten, bei denen die Variablen fast station�ar sind (z.B. auf dem
hohen Strand) und solche hoher Dynamik (z.B. im Bereich der Wasserwechselzone) �ort-
lich sehr eng beieinander liegen. Solche Systeme gew�ohnlicher Di�erentialgleichungen
werden als steif bezeichnet. Bei der Nutzung von numerischen Integrationsverfahren
mu� im allgemeinen die Schrittweite nach der sich am schnellsten �andernden Gr�o�e (in
diesem Fall der entsprechende Knoten) richten. Bei Simulationsmodellen in der Hydro-
dynamik, speziell im K�usteningenieurwesen, ist es im allgemeinen a priori nicht m�oglich,
f�ur alle m�oglichen Zust�ande einen optimalen Zeitschritt zu bestimmen. Deshalb wird
zur Beherrschung solcher Systeme der notwendige Zeitschritt zu jedem Zeitpunkt der
Simulation bestimmt. Die Restriktion eines h�au�g sehr kleinen Zeitschritts kann durch
das Verwenden eines A-stabilen Verfahrens umgangen werden. Hierzu ist jedoch zu
bemerken, da� kein explizites Verfahren A-stabil und die globale Fehlerordnung eines
A-stabilen Mehrschrittverfahrens h�ochstens zwei ist.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden folgende Verfahren implementiert:

� Euler-Verfahren 1. Ordnung,

� Explizites-Heun-Verfahren 2. Ordnung,

� Pr�adiktor-Korrektor-Heun-Verfahren 2. Ordnung,

� Runge-Kutta-Verfahren 2./3. Ordnung und

� Runge-Kutta-Verfahren 4./5. Ordnung.

F�ur alle Verfahren wurde eine Schrittweitensteuerung realisiert. Dabei gibt es grunds�atz-
lich zwei M�oglichkeiten, die Schrittweiten zu kontrollieren. Hat man nur ein Verfahren
einer bestimmten Approximationsordnung zur Verf�ugung, kann eine Schrittweitensteue-
rung �uber die Anwendung zweier verschiedener Schrittweiten realisiert werden. Es wer-
den zwei L�osungen zur Zeit ( t + �t ) berechnet, wobei einmal ein Schritt mit der
Schrittweite �t herangezogen und eine L�osung mit zwei Schritten der L�ange �t

2
berech-

net wird. Ist die Di�erenz beider L�osungen kleiner als eine vorgegebene Fehlerschranke,
so wird der Zeitschritt akzeptiert. Eine andere M�oglichkeit ist die Kombination zwei-
er Verfahren unterschiedlicher Ordnung. Auch hier werden f�ur den Zeitpunkt t + �t
zwei L�osungen bestimmt, jedoch mit zwei verschiedenen Verfahren der Ordnung n und
n+1. Im Zusammenhang mit dieser Zeitschrittsteuerung wurden spezielle eingebettete
Integrationsverfahren entwickelt.

Bei der Auswahl eines geeigneten Verfahrens spielt nicht nur die Ordnung, sondern
unter praktischen Gesichtspunkten auch die Anzahl der Funktionswertaufrufe eine gro�e



90 KAPITEL 5. NUMERISCHE REALISIERUNG

Rolle. Im konkreten Fall einer zeitabh�angigen partiellen Di�erentialgleichung bedeutet
ein Funktionswertaufruf den Aufbau der Finite Element Approximation.

Euler-Verfahren 1. Ordnung

Die rechte Seite der Gleichung 5.71 mu� beim Euler-Verfahren einmal ausgewertet
werden, d.h. die Di�erentialgleichung mu� einmal nach dem Ort integriert werden:

X1(t+�t) = X(t) + �t _X(t)

= X(t) + �t f(X(t)) :

Explizites-Heun-Verfahren 2. Ordnung

Das Explizite-Heun-Verfahren basiert auf der Verwendung der Tangententrapezfor-
mel bei der numerischen Integration der Gleichung 5.71. Hierf�ur mu� die rechte Seite
der Gleichung 5.71 zweimal ausgewertet werden:

X2(t +�t) = X(t) + �t _X
�
t+

�t

2

�

= X(t) + �t f
�
X(t) +

�t

2
_X
�
t +

�t

2

��
:

Dies ist ein sehr einfaches Verfahren, welches im Zusammenhang mit einem Euler-Schritt
mit der Schrittweite �t L�osungen 1. und 2.Ordnung liefert.

Pr�adiktor-Korrektor-Heun-Verfahren 1./2. Ordnung

Dieses Verfahren von Heun basiert auf der Idee, zur Integration der Gleichung 5.71
die Sehnentrapezformel zu verwenden. Auf Grund der impliziten Gestalt der Sehnentra-
pezformel mu� ein iteratives L�osungsschema verwendet werden. Bei einem hinreichend
kleinen Zeitschritt reichen hierf�ur zwei Iterationsschritte aus. Dabei wird der erste, ein
Euler-Schritt, als Pr�adiktor bezeichnet und der zweite Schritt als Korrektor:

X1(t+�t) = X(t) + �t f(X(t)) und

X2(t+�t) = X(t) + �t (f(X(t)) + f(X1(t+�t))) =2 :

Dieses Verfahren zeichnet sich besonders dadurch aus, da� es das einzige hier vorge-
stellte A-stabile Verfahren ist. Zum anderen werden zwei L�osungen unterschiedlicher
Ordnung berechnet, was den Einsatz einer Zeitschrittsteuerung erleichtert.
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Runge-Kutta-Verfahren 2./3. Ordnung

Die Runge-Kutta-Verfahren geh�oren zu den sehr h�au�g verwendeten expliziten Ein-
schrittverfahren. In diesem Rahmen werden zwei auf die Belange einer Schrittweiten-
steuerung angepa�te Formeln wiedergegeben. Hierbei entspricht die Anzahl der Funk-
tionswertauswertungen der maximalen Ordnung des Verfahrens:

X2(t+�t) = X(t) +
1

2
�t

�
_X(t) + _X(t+�t)

�
;

X3(t+�t) = X(t) +
1

6
�t�

_X(t) + 4 _X
�
t +

�t

2

�
+ _X(t+�t)

�
:

Runge-Kutta-Verfahren 4./5. Ordnung

X4(t+�t) = X(t) +
1

6
�t�

_X(t) + 4 _X
�
t+

�t

2

�
+ _X(t+�t)

�
;

X5(t+�t) = X(t) +
1

336
�t�

14 _X(t) + 125 _X
�
t+

�t

5

��

+
1

336
�t�

162 _X
�
t +

2�t

3

�
+ 35 _X(t+�t)

�
:

Wie oben schon erw�ahnt, wurde eine Zeitschrittsteuerung, wie sie f�ur gew�ohnliche
Di�erentialgleichungen �ublich ist, verwendet. Diese reine Zeitschrittsteuerung bez�uglich
der auftretenden Fehler, ist nicht ausreichend. Vielmehr ist auch den Eigenschaften ei-
nes Systems zeitabh�angiger partieller Di�erentialgleichungen und deren Approximation
durch Finite Elemente Rechnung zu tragen. Sinnvoll ist es, den maximal zul�assigen
Zeitschritt durch den Courant-Schritt zu begrenzen. Die Vorgabe eines minimalen
Zeitschritts ist f�ur das AuÆnden von Gitternetzfehlern sinnvoll.
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5.7 Praktische Aspekte

In diesem Abschnitt soll auf einige grunds�atzliche Aspekte bei der praktischen Anwen-
dung des Simulationsmodells eingegangen werden.

W�ahrend der allgemeinen Herleitung der numerischen Approximation der Modell-
gleichungen sowohl f�ur die Wellensimulation als auch f�ur die Simulation der gro�r�aumi-
gen Str�omung wurden aus Gr�unden der �Ubersicht im wesentlichen vereinfachte Glei-
chungen betrachtet. Der Gro�teil der zus�atzlichen Terme ist auf analoge Weise im-
plementiert. Um auch die Praxistauglichkeit der entwickelten Modellgleichungen zur
Beschreibung des Seegangs unter Einbeziehung von Di�raktionse�ekten zu dokumen-
tieren, werden zus�atzliche Bemerkungen notwendig. Bei den obigen Abschnitten wurde
im allgemeinen nur bemerkt, da� die Wellenzahl k �uber die BATTJES-Gleichung zur
L�ange des Wellenzahlvektors in Beziehung steht:

k =
p
K2 � Æ� (5.72)

mit

Æ� =
1

a

@2a

@x2i
: (5.73)

Diese Beziehung mu� an allen Knoten des Rechennetzes gew�ahrleistet werden. Es ist
klar, da� dies nicht mit linearen Ansatzfunktionen in den Unbekannten direkt reali-
siert werden kann. Ein Finites Element, welches diese Ableitungen in den Knoten di-
rekt berechnet, mu� die Stetigkeit der zweiten Ortsableitungen in den Knoten sichern.
Der Aufwand bei der Verwendung eines solchen Elementes w�are nicht gerechtfertigt.
Zur Berechnung dieser zweiten Ableitungt an den Knoten werden Berechnungsroutinen
�uber mehrere Elementpatche verwendet. Ausgehend von der Eindeutigkeit der ersten
Ortsableitungen innerhalb eines Elementes kann die erste Ortsableitung n�aherungsweise
durch eine Mittelwertbildung �uber die an diesem Knoten h�angenden Elemente berechnet
werden. Mit der Kenntniss der ersten Ableitung an den Knoten eines Dreieckselementes
(als neue Knotenvariable) ist die nun eindeutig bestimmbare zweite Ableitung innerhalb
des Elementes berechenbar und auf deren Grundlage wieder die zweite Ortsableitung im
Knoten. Diese Vorgehensweise entspricht, bei regelm�a�igen Dreiecksnetzen, der Vorge-
hensweise der Berechnung h�oherer Ableitungen bei der Methode der Finiten Di�erenzen
�uber mehrere Knotenreihen hinweg. Diese Herangehensweise ist vertretbar, falls von ei-
nem Gitternetz mit hinreichend kleinen Dreieckselementen ausgegangen werden kann.
Andere Approximationen der zweiten Ortsableitungen sind �uber die Verwendung von
zweidimensionalen Interpolationsfunktionen denkbar.

Nicht nur bei der numerischen Realisierung von Di�raktionse�ekten innerhalb des
Wellenmodells spielt die verwendete Kon�guration der Dreieckselemente eine Rolle, son-
dern sie ist im wesentlichen mitverantwortlich f�ur die Qualit�at der numerischen L�osung
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mittels der Methode der Finiten Elemente. Zum einen f�uhren verformte Dreiecke (kleine
Kantenwinkel, enge Nachbarschaft von sehr gro�en und sehr kleinen Elementen) bei der
Berechnung der Ortsableitungen und Fl�achen zu Ungenauigkeiten und damit zu Feh-
lern in der L�osung, zum anderen hat auch die Punktdichte des Gitternetzes wesentlichen
Einu� auf die richtige Wiedergabe von �ortlichen Variationen der Unbekannten. Dieser
Aspekt gewinnt insbesondere durch die Notwendigkeit einer richtigen Wiedergabe des
Wellenbrechens an Bedeutung. Wie schon erw�ahnt, ist die �ortliche Lage der Zone des
Wellenbrechens ein wesentlicher Faktor bei der Ausbildung der k�ustennahen Str�omung.
Die richtige Wahl einer Punktdichte wird zum einen von den zu erwartenden E�ekten
und zum anderen vom Grad der geforderten Genauigkeit abh�angen. Ausgehend von
ersten Erfahrungen mit dem Simulationsmodell sollten die Bereiche, in denen es zu
Wellenbrechprozessen kommen kann, hoch aufgel�ost werden (Kantenl�angen von 0.2 bis
1 Wellenl�ange).
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Kapitel 6

Modellveri�kation und

Anwendungen

Es wurden eine Reihe von Simulationsrechnungen durchgef�uhrt, zum einen um die Rea-
lisierbarkeit der entwickelten Modellgleichungen und zum anderen die konkrete exem-
plarische numerische Approximation zu veri�zieren.

Vor allemwegen der starken Nichtlinearit�at der einzelnen Gr�o�en ist es nicht m�oglich,
alle Komponenten des numerischen Modells gleichzeitig zu testen. Bei der Veri�kation
von numerischen Modellen wird daher im allgemeinen eine Systematik von einfachen
zu komplexen Testf�allen vorgenommen. Auf Grund des stochastischen Charakters von
Naturmessungen sowie der gro�en Anzahl von zu beachtenden Parametern sind Veri�-
kationen bzw. Vergleiche mit Naturdaten der Abschlu� einer systematischen Modellve-
ri�kation bzw. der Anfang einer Anpassung eines Modells auf ein bestimmtes Einsatz-
gebiet. An dieser Stelle mu� nochmals darauf hingewiesen werden, da� das vorgestell-
te Wellenmodell auschlie�lich monochromatische Wellen beschreiben kann. Nat�urlicher
Seegang hingegen besteht im allgemeinen aus verschiedenen Frequenzen und Anlauf-
richtungen. Analog gibt es nat�urlich auch Einschr�ankungen in der Natur�ahnlichkeit
von tiefenintegrierten Str�omungsmodellen. Es werden deshalb bewu�t im ersten Teil
Beispiele gew�ahlt, f�ur die analytische L�osungen vorliegen, um die Richtigkeit der nume-
rischen Simulation im Rahmen der verwendeten Theorien zu �uberpr�ufen. Dabei erfolgt
zun�achst eine getrennte Betrachtung der Modellkomponenten. Nachdem auch f�ur das
gekoppelte Modell eine Veri�kation an akademischen Situationen erfolgt, werden die
Leistungsf�ahigkeit und die M�oglichkeiten des entwickelten Modells an Hand von Pro-
blemstellungen des K�ustenschutzes diskutiert.

95
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6.1 Wellenmodell

In diesem Abschnitt soll die Anwendbarkeit des Wellenmodells an Hand von einigen
Beispielen �uberpr�uft und demonstriert werden. Dabei erfolgt eine Vernachl�assigung der
E�ekte auftretender Str�omungen.

In den ersten 4 Beispielen werden die einzelnen Wellentansformationen, Refraktion,
Shoaling, Wellenbrechen und Di�raktion getrennt �uberpr�uft. Zum Abschlu� wird an
Hand einer komplexen Topographie das Zusammenwirken aller Wellentransformationen
dokumentiert.

0.0 125.00 250.00 m 0.0 125.00 250.00 m

Abbildung 6.1: Gitternetze

6.1.1 Wellenrefraktion

Das erste Beispiel vergleicht die berechnete Refraktion von Wellen mit der analytischen
L�osung, dem SNELLschen Gesetz. Die hierbei zur Anwendung kommende Topographie
wird auch im weiteren eine zentrale Rolle spielen. Es handelt sich um einen Strand mit



6.1. WELLENMODELL 97

ebener Unterwassertopographie, der eine konstante Neigung von 1:40 bis zu einer Tiefe
von 14m hat.

Es wurden dabei zwei Gitternetze unterschiedlicher Au�osung verwendet, um auch
den Einu� der Diskretisierung zu �uberpr�ufen.

F�ur die Periode der einlaufenden Welle wurde T0 = 4s gew�ahlt. Dies entspricht
einer Tiefwasserwellenl�ange von rund 25m. Wenn die Wassertiefe etwa der H�alfte der
Wellenl�ange entspricht, bekommt Grundber�uhrung der Welle einen signi�kanten Einu�
auf den Wellenfortschritt. Dadurch wird die Wellengeschwindigkeit und die Wellenl�ange
verringert und die Wellen werden gebeugt falls sie nicht senkrecht zur K�uste auaufen.
In der Abbildung 6.2 sind die mit dem feinen Gitternetz simulierten Ergebnisse mit dem
klassischen Dispersionsansatz im Vergleich dargestellt. Diese Ergebnisse entsprechen
ganz dem SNELLschen Gesetz f�ur parallele Tiefenlinien. Es hat die Form:

k sin(�) = k0 sin(�0); (6.1)

mit
k { Wellenzahl,
� { Wellenanlaufwinkel.
Der Index 0 kennzeichnet die Tiefwasserwerte der entsprechenden Variablen.
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Abbildung 6.2: Berechnete Wellenanlaufwinkel

In Abbildung 6.3 ist der Unterschied bei der berechneten Refraktion infolge unter-
schiedlicher Gitternetzweiten dargestellt.
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Abbildung 6.3: Vergleich der L�osungen mit unterschiedlichen Gitternetzweiten
durchgezogene Kurve - feines Gitternetz
gestrichelte Kurve - grobes Gitternetz

6.1.2 Wellenshoaling

Shoaling bezeichnet die Ver�anderung der Wellenh�ohe beim Einlaufen in aches Wasser
gegen�uber der Wellenh�ohe in Tiefwasser. Die richtige Wiedergabe des Shoaling-E�ektes
durch das Modell soll an Hand des klassischen Wellenpotentials und einemWellenanlauf
senkrecht zur K�uste dokumentiert werden.

Feines Gitternetz
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Grobes Gitternetz

Abbildung 6.4: Berechneter Shoalinge�ekt

Nach der linearen Wellentheorie von AIRY wird eine Welle, die aus dem Tiefwas-
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serbereich auf die K�uste zul�auft, ver�andert sobald die Orbitalbewegung der Welle den
Meeresboden erreicht. Dies ist bei d � 0:5L der Fall. Durch die Grundber�uhrung der
Welle verformen sich die anf�anglich kreisf�ormigen Orbitalbewegungen zu Ellipsen. Tre-
ten keine weiteren E�ekte wie Refraktion, Di�raktion usw. auf, kann auf der Grundlage
der Konstanz des Wellenenergieusses

F0 = F ;

der Wellenh�ohenverlauf berechnet werden:

a = a0

vuut 1

tanh(d k)

1h
1 + k d

sinh(k d)

i :
Dabei sind die mit einer kleinen Null gekennzeichneten Gr�o�en die Tiefwasserwerte.
Aus der Analyse dieser Relation ergibt sich nahezu eine Konstanz der Wellenh�ohe im
Tiefwasser (1

2
� d

L
). Bei den Wellen im �Ubergangsbereich ( 1

20
� d

L
� 1

2
) wird zwar

das Verh�altnis von H/L (Wellensteilheit) gr�o�er, aber die relative Wellenh�ohe nimmt
ab und erreicht ein Minimum von a=a0 = 0:913 bei d=L0 = 1=(2�) ' 0:16.

Bei den hier durchgef�uhrten Simulationen wurde das Wellenbrechen vernachl�assigt.
Um das technische Problem einer unendlichen Wellenh�ohe zu umgehen und den G�ultig-
keitsbereich der linearen Wellentheorie nicht zu weit zu verlassen, wurde am Strand
eine konstante Wassertiefe von 1m vorgegeben.

Bez�uglich der konkreten Testparameter, Wellenperiode von 4s und Wellenamplitude
von 0.5m, erreicht die Wellenamplitude bei rund 4m Wassertiefe ihr Minimum von
0.455m. Vergleicht man zus�atzlich noch den zu erwartenden Wert bei einer Wassertiefe
von 1m, so mu� dort die Wellenamplitude 0.54m betragen (siehe Abbilldung 6.4). Selbst
bei einem sehr groben Gitternetz (Gitternetz 1 in Abbildung 6.1) wird die Tendenz der
Wellenamplitudenentwicklung gut wiedergegeben.

6.1.3 Wellenbrechen

In diesem Testfall sollen nicht die verwendeten Brecherkriterien im Vordergrund stehen,
da deren Eignung sehr vom Anwendungsgebiet und den dort vorherrschenden hydrody-
namischen Gegebenheiten abh�angt. Vielmehr soll die positive Wirkung des numerischen
streamline-upwinding-Verfahren dokumentiert werden. In der Abbildung 6.5 ist gut zu
erkennen, da� die Implementation des Wellenbrechens nur Wirkung in Wellenanlauf-
richtung, in diesem Fall in Strandrichtung, hat. Der Verlauf der Wellenh�ohen im Bereich
reinen Shoalings wird nicht durch das Wellenbrechen am Strand beeinu�t. Selbst bei
einer sehr groben Diskretisierung kommt es zu keinen negativen E�ekten (siehe Abbil-
dung 6.5).
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Grobes Gitternetz Feines Gitternetz

Abbildung 6.5: Wellenh�ohenverteilung mit Wellenbrechen

Die Wellenparameter entsprechen denen des vorherigen Abschnittes. Als Brecherkri-
terium wird das historisch �alteste und einfachste verwendet, wonach eine Welle bricht,
wenn ihre Wellenh�ohe einen gewissen Prozentsatz der mittleren Wassertiefe erreicht.
Dabei erstreckt sich der Bereich von 78% bei ebenem Seegrund bis 150% bei steilem
Unterwasserstrand. Die Simulation wurde mit dem Test auf 100% der Wassertiefe durch-
gef�uhrt. Bei einem Wellenanlauf senkrecht zum Strand wurden die schon genutzten
Wellenparameter verwendet. Ausgehend von den Betrachtungen zum Wellenshoaling
mu� dann die Welle bei einer Wassertiefe von 1:06m brechen und eine Amplitude von
0.53m haben. Innerhalb der Brecherzone mu� sich die Wellenamplitude, entsprechend
dem Energiedissipationsansatz 3.96, proportional zur Wassertiefe entwickeln.

6.1.4 Wellendi�raktion

Es wird ein halbunendlicher Wellenbrecher betrachtet, um auch die Anwendbarkeit
der entwickelten Modellgleichungen unter Einbeziehung von Di�raktionse�ekten zu do-
kumentieren. Die Wellenparameter entsprechen den schon verwendeten. Zur Vermei-
dung unn�otiger St�orungen wird an der dem Wellenanlauf zugewandten Seite des Wel-
lenbrechers der Modellrand als o�en angenommmen. Physikalisch entspricht dies der
vollst�andigen Absorption der Wellenenergie, ohne Teile davon zu reektieren. Am Rand
des Wellenbrechers im Wellenschatten wird eine slip-Randbedingung verwendet. Diese
entspricht einer senkrechten Mauer.

Bevor auf die Simulationsergebnisse eingegangen wird, mu� jedoch darauf hinge-
wiesen werden, da� die exemplarische numerische Approximation f�ur den Fall der Dif-
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fraktion nicht optimal ist. Auf Grund der linearen Ansatzfunktionen wird die in den
Gleichungen ben�otigte 2.Ableitung der Wellenamplitude �uber mehrere Dreieckselemente
hinweg (�uber mehrere Knotenpatche hinweg) n�aherungsweise bestimmt. Dies erfordert
eine hohe Au�osung des Untersuchungsgebietes in Bereichen, wo Di�raktionserschei-
nungen zu erwarten sind.

0.0 62.50 125.00 m0.0 62.50 125.00 m

h [m]

 0.005
 0.034
 0.063
 0.092
 0.122
 0.151
 0.180
 0.209
 0.239
 0.268
 0.297
 0.326
 0.355
 0.385
 0.414
 0.443
 0.472
 0.502
 0.531

 40.0[m]

Abbildung 6.6: Berechnete Di�raktion

Trotz der obigen Einschr�ankungen zeigt die Abbildung 6.6 eine qualitativ richti-
ge Wiedergabe der Di�raktionse�ekte. Es kommt nicht nur zu einem Einschwenken
der Wellenl�angenvektoren hinter dem Wellenbrecher und damit einhergehend zu einer
Abnahme der Wellenh�ohen im Wellenschatten, sondern auch zu einem Anwachsen der
Wellenh�ohen au�erhalb des Wellenschattens der einlaufenden Welle.

6.1.5 Zweidimensionale Anwendung

Zum Abschlu� der Veri�kationen des reinen Wellenmodells soll eine komplexe zweidi-
mensionale Anwendung dokumentiert werden. Es wird eine idealisierte Strandtopogra-
phie verwendet, um eine einfache Zuordnung von Ursache und Wirkung zu erm�oglichen.
Die hier verwendete Idealisierung wurde im Rahmen des Forschungsvorhabens "Opti-
mierung K�ustenschutz Sylt" aus Naturvermessungen gewonnen und soll wesentliche
Abschnitte der Westk�uste von Sylt repr�asentieren (siehe [21]). Es handelt sich um die
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Modellvorstellung einer sandigen K�uste mit vorgelagerten Sandri�en und einer ausge-
pr�agten Ri�-Rinne Struktur. Der Ri�k�orper ist durch Ri��o�nungen unterbrochen. Die
Einfachheit und Symmetrie der Topographie erm�oglicht es zum einen, eventuelle Fehler
im Modell zu erkennen und zum anderen, eine sichere Zuordnung der einzelnen E�ekte
zu den sie verursachenden Gegebenheiten zu erm�oglichen.

0.0 375.00 750.00 m  40.0[m]
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Abbildung 6.7: Wellenrichtungs- und -amplitudenverteilung in einer idealisierten Topo-
graphie.
Tiefwasserwellenparameter: a=0.5m, T=4.0s, � = 10o

Gut zu erkennen ist in der Abbildung 6.7 das Einschwenken der Wellen (Wel-
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lenl�angenvektoren) normal zum Strand und das K�urzerwerden der Wellenl�angen. Be-
sonders interessant ist die Verteilung der Wellenamplitude (Wellenenergie) infolge der
Wirkung der Ri��o�nungen. Hier kommt es zu einem Au��achern der Wellenstrahlen
und infolge dessen zu einer Abnahme der Wellenamplituden in der N�ahe der Ri��o�nun-
gen. Seitlich dieser Bereiche geringerer Wellenenergie kommt es zu einer Fokussierung
der Energie, wobei je nach Anlaufrichtung der Wellen, der eine oder andere Bereich
st�arker ausgepr�agt ist. Es mu� jedoch darauf hingewiesen werden, da� es bei den hier
verwendeten Wellenparametern zu keinen Brecherscheinungen auf dem Ri� kommt.
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6.2 Str�omungsmodell

6.2.1 Dispersionstest

Der erste Test soll die Qualit�at des Str�omungsmodells hinsichtlich seiner numerischen
und physikalischen Dispersion veranschaulichen. Die Simulation wurde mit den vollst�andi-
gen zweidimensionalen Flachwassergleichungen (einschlie�lich der nichlinearen Terme)
durchgef�uhrt.

Betrachtet wird die zeitliche Entwicklung einer einzelnen Welle in einem 50m tiefen
Kanal. Ausgehend von einer anf�anglichen Wasserspiegelauslenkung in der Mitte des
Kanals (x = xM) in der Form

�(x) :=
0:4

cosh2(fc(x� xM ))
(6.2)

und einer Anfangsgeschwindigkeit von Null werden zwei einzelne Wellen erzeugt. Mit
dem Skalierungsfaktor fc l�a�t sich die "Breite" der Welle einstellen. Gew�ahlt wird hier
fc = 0:3. Der Kanal ist 1m breit und 400m lang. Die Diskretisierung erfolgt mit unre-
gelm�a�igen Dreieckselementen mit einer Kantenl�ange zwischen 20cm und 25cm. An den
R�andern des �uberall geschlossenen Kanals wird eine slip-Randbedingung vorgegeben.

Beobachtet wird nur eine der entstehenden einzelnen Wellen. In der Abbildung 6.8
ist zum einen die einzelne Welle kurz nach ihrer Entstehung und zum anderen nach fast
200m Lau�ange dargestellt.
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Abbildung 6.8: Ausbreitung einer einzelnen Welle
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Dieser Testfall zeigt deutlich, da� bei einem Ausschlu� der physikalischen Dispersion
(kein Austauschterm und keine Reibung) kaum k�unstliche Dispersion durch das numeri-
sche Verfahren erzeugt wird. Es wird jedoch darauf hingewiesen, da� es nat�urlich infolge
grober Gitternetze zu dispersiven Erscheinungen bei der Simulation kommen kann.

6.2.2 Schwallwelle

Das zweite Beispiel (siehe Abbildung 6.9) illustriert das Verhalten von Schwallwellen,
wie sie beim pl�otzlichen �O�nen eines Schottes entstehen. Hierbei werden zwei station�are
Wasserst�ande durch einen Schott getrennt. Durch das �O�nen dieses Schottes entstehen
zwei vertikale Wellen, die einander gegenl�au�g sind. Dieser Testfall dokumentiert das
Verhalten des Str�omungsmodells bei advektiver Dominanz. Es wurde ein Kanal mit
einer Ruhewassertiefe von 1m, einer L�ange von 100m und einer Breite von 10m simuliert.
Die Dreieckselemente haben eine maximale Ausdehnung von 50cm. Der Initialsprung
betrug 20cm, und es wurden die Ergebnisse alle zwei Sekunden dargestellt.
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Abbildung 6.9: Ausbreitung einer Schwallwelle

F�ur die Veri�kation des Modells kann unter anderem die theoretisch ermittelbare
Wellenfortschrittsgeschwindigkeit einer Schwallwelle,

C =
q
g d � 3:13

m

s
(6.3)

herangezogen werden. Die Simulation wurde ohne turbulenten Austausch und Reibungs-
ansatz durchgef�uhrt.
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6.2.3 Tidesimulation

Im Rahmen des Forschungsvorhabens "Optimierung K�ustenschutz Sylt\ wurden um-
fangreiche Untersuchungen zur Tidedynamik im Gebiet des Nordfriesischen Wattenmee-
res und speziell um Sylt durchgef�uhrt [20]. Das Tidegebiet des Nordfriesischen Watten-
meers ist zum einen durch eine komlexe Topographie und zum anderen durch eine damit
zusammenh�angende komplexe Hydrodynamik gekennzeichnet. So entstehen teilweise
gro�e Str�omungsgeschwindigkeiten und ausgedehnte Watt�achen in der Wasserwech-
selzone. In diesem Abschnitt sollen die Anwendbarkeit des reinen Str�omungsmodells
auf nat�urliche Gegebenheiten dokumentiert werden. Hierzu wurde eine Tidesimulation
f�ur die Insel Sylt durchgef�uhrt. Da nicht die Entwicklung eines Str�omungsmodells im
Vordergrung dieser Arbeit stand, sondern die Implementation eines solchen im wesentli-
chen dazu diente, die richtige Wiedergabe der Kopplung zwischen Wellen und Str�omung
zu dokumentieren, wurde zur Beschreibung des turbulenten Austauschs und der turbu-
lenten Reibung im gesamten Untersuchungsgebiet nur die dynamische Viskosit�at von
0.0012kg/ms verwendet.

In der Abbildung 6.10 ist das Entstehen der aus Naturbeobachtungen bekannten
typischen Str�omungswalze an der seew�artigen K�uste der S�udspitze von Sylt bei Ebbe
gut zu erkennen. Die Randwerte f�ur diese Simulationen wurden durch ein "Nestig-
Verfahren" aus �ubergeordneten gro�r�aumigen Modellen erzeugt.

Der in Abbildung 6.10 dargestellte Str�omungszustand demonstriert anschaulich das
komplexe Verhalten bei reinem Tidegeschehen. Andererseits sind an Hand von Natur-
messungen im dargestellten Ausschnitt die Grenzen eines tiefenintegrierten Str�omungs-
modells aufgezeigt worden [21]. So kann ein solches Modell nicht die komplizierte drei-
dimensionale Struktur der Str�omung in der tiefen Tiderinne wiedergeben.

6.3 Gekoppeltes Modell

Speziell die Wahl von Veri�kationsdaten zur Untersuchung der Interaktion von Seegang
und Str�omung ist schwierig. Bei der Auswahl mu� der G�ultigkeitsbereich der verwen-
deten Modelle unbedingt beachtet werden. Sowohl die Art und Weise des Str�omungs-
modells als ein �uber die Tiefe integrierter Modellansatz und auch die Einschr�ankungen
der linearen Wellentheorie m�ussen ber�ucksichtigt werden. Bei den Testf�allen d�urfen
keine signi�kanten dreidimensionalen E�ekte auftreten. Damit fallen eine Vielzahl von
experimentellen Daten aus Wellenkanaluntersuchungen auf Grund ihrer quasi eindimen-
sionalen Ausdehnung als ungeeignet heraus.

Zun�achst ist es jedoch m�oglich zu �uberpr�ufen, ob existierende analytische L�osun-
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0.0 0.62 1.25 km  2.5[m/s]

Abbildung 6.10: Ebbstr�omung an der S�udspitze von Sylt

gen auf der Grundlage der klassischen radiation stress (siehe [33]) vom Modell richtig
wiedergegeben werden.

Wird angenommen, da� sich die Wellen in x-Richtung �uber einen Seegrund mit
variabler Tiefe aber mit senkrechten parallelen Tiefenlinien bewegen, so sind Refrak-
tion und Di�raktion vernachl�assigbar. Nach einer gewissen Zeit wird sich bei dieser
Anordnung ein station�arer Zustand einstellen. Dies bedeutet, da� in den Kontinuit�ats-
und Impulsgleichungen die zeitlichen Ableitungen verschwinden. Unter Vernachl�assi-
gung der horizontalen Schubspannung am Boden vereinfacht sich die Impulsgleichung
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in x-Richtung zu
d

d x
Sxx = �� g(� + h)

d �

d x
: (6.4)

Die Gleichung 6.4 kann unter Verwendung des klassischen Wellenpotentials und auf
Grund dessen, da� � au�erhalb der Brandungszone gegen�uber der Ruhewassertiefe h
klein ist, nach � aufgel�ost werden. Im eindimensionalen analytischen Fall kann die Ab-
senkung des mittleren Wasserstandes (wave set-down) au�erhalb der Brecherzone n�ahe-
rungsweise durch die Funktion

� = � k a2

2 sinh(2kh)
(6.5)

beschrieben werden. In der unmittelbaren Umgebung des Brechpunktes der Wellen
(kh� 1) gilt:

�b ' � a2

4h
: (6.6)

F�ur den Bereich des Wellenbrechens kann eine solche Formel auch angegeben wer-
den. Wie schon bei der Herleitung der radiation stress erw�ahnt, stellt die Bestimmung
der radiation stress in der Zone des Wellenbrechens ein Problem dar. Sowohl die wel-
leninduzierten ~Sij wie auch die turbulenzinduzierten S 0

ij sind unbekannt. BOWEN [7],
LONGUET-HIGGINS und THORNTON [44] f�uhrten aus diesem Grund die Hypothese
ein, da� die Relationen zur Berechnung der radiation stress und der Wellenenergie for-
mal gelten wie bei der Herleitung f�ur kleine nichtbrechende Wellen. Die Vertretbarkeit
dieser Hypothese konnte an Hand von Labor- und Naturuntersuchungen nachgewiesen
werden.

Im Bereich des Wellenbrechens wird eine Proportionalit�at der Wellenamplitude zur
Gesamtwassertiefe angenommen:

a =


2
(� + h) ;

wobei  eine empirische Konstante im Bereich 0.7-1.2 ist. Es kommt innerhalb der
Brecherzone zu einer Abnahme der radiation stress, was auf Grund der Gleichung 6.4
zu einer Zunahme des mittleren Wasserstandes im Bereich des Wellenbrechens f�uhrt.

Der mittlere Wasserstand in der Brecherzone berechnet sich wie folgt:

� =
h� hs
1 + 3

8
2

(6.7)

mit

hs = �[(1 + 3

8
2)�b +

3

8
2hb] : (6.8)
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Abbildung 6.11: Berechneter wave set-up / set-down

Die Gr�o�en, die mit dem Index b gekennzeichnet sind, sind die Werte der Gr�o�en an
der Stelle, wo die Welle anf�angt zu Brechen.

Zur Veri�kation wird wiederum das einfache Brecherkriterium angewendet, wonach
die Welle bricht, falls die Wassertiefe kleiner als 100% der Wellenh�ohe ist. Somit ist
 = 1:. Ausgehend von den Resultaten des Abschnitts "Wellenbrechen" k�onnen in der
Abbildung 6.11 f�ur die schon verwendeten Wellenparameter (To = 4s und Ho = 1m)
die theoretisch bestimmbaren charakteristischen Gr�o�en �uberpr�uft werden.

Die Wellen beginnen bei einer Wellenamplitude ab = 0:53m und einer Wassertiefe
von hb = 1:06m zu brechen. In der Umgebung der Brecherlinie ergibt sich dann eine
maximale Absenkung des mittleren Wasserstandes (wave set-down) von
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�b = 0:06625m.

Der maximale Brandungsstau (wave set-up) kann n�aherungsweise berechnet werden,
wenn die Wasserkante am Strand (h(x) = 0) betrachtet wird:

�0 = 0:35534m.

So, wie der mittlere Wasserstand analytisch f�ur den quasi eindimensionalen Fall be-
rechnet werden kann, gibt es auch analytische L�osungen f�ur die bei schr�ag anlaufendem
Seegang induzierten k�ustenparallelen Str�omungen (siehe [33]).

Die maximale Geschwindigkeit wird dabei an der Brecherlinie erreicht:

Vmax =
5�

8

s0

�f

q
g(� + h)b sin(�b) : (6.9)

Die Neigung des Unterwasserstrandes bez�uglich des Ruhewasserstandes wird mit s
bezeichnet. Die Neigung des Unterwasserstrandes in der Brandungszone mu� jedoch
bez�uglich des mittleren Wasserstandes betrachtet werden. Diese Neigung wird mit s0

bezeichnet. Ausgehend von der Bestimmung des mittleren Wasserstandes in der Bre-
cherzone (siehe Gleichung 6.7) ergibt sich

s0 =
s

1 + 3
8
2

: (6.10)

Speziell die Wahl eines geeigneten Reibungsparameter f ist ein Problem und h�angt
im allgemeinen mit den nat�urlichen Gegebenheiten des Anwendungsgebietes zusammen.
LONGUET-HIGGINS gibt f�ur diesen Parameter einen Bereich von 0.01 bis 0.03 an. Im
weiteren wird ein Reibungsparameter f = 0:01 verwendet.

F�ur die schon verwendeten Wellenparameter und bei einem Einlaufwinkel im Tief-
wasser von 20o ist der Anlaufwinkel an der Brecherlinie noch rund 10o. Ausgehend von
dem verwendeten Brecherkriterium und der absoluten Neigung des Unterwasserstran-
des s = 0:025 ergibt sich eine relative Neigung im Bereich des Brechens von s0 = 0:0182.
Hieraus ist die maximal m�ogliche welleninduzierte k�ustenparallele Str�omung berechen-
bar:

Vmax = 2:0m/s .
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Gut erkennbar ist in der Abbildung 6.12 auch die �Anderung des Wellenanlaufwinkels
im Bereich hoher k�ustenparalleler Str�omungsgeschwindigkeiten.

6.3.1 Idealisierte Strandtopographie

In den letzten Abschnitten wurde vor allem Wert auf die richtige Wiedergabe von
analytischen L�osungen gelegt. Dabei wurde h�au�g eine quasi eindimensionale Betrach-
tungsweise der Modelle n�otig. Nun soll die wirkliche Zweidimensionalit�at des entwickel-
ten Modells im Vordergrund stehen. Zun�achst sollen an Hand der schon beschriebenen
idealisierten Strandtopographie die auftretenden physikalischen Erscheinungen erl�autert
werden.

Als Test wird ein Extremereignis simuliert. Hierbei wird ein Wasserstand von 1m
unter NN, was Tideniedrigwasser f�ur den Bereich von Sylt entspricht, angenommen.
Als Wellenparameter werden eine Periode von 5.25s und eine Tiefwasserwellenh�ohe
von 2.25m eingesteuert. Die Wellenanlaufrichtung unterscheidet sich um 5o von der
k�ustennormalen Richtung.

Die Einfachheit der verwendeten Topographie erlaubt eine klare Zuordnung von
Ursache und Wirkung. Gut zu erkennen ist in der Abbildung 6.13, da� es hinter den
Ri��o�nungen zu einem geringeren Energieeintrag der Wellen kommt. Damit in Zu-
sammenhang stehed, ist dort der entstehende Brandungsstau und die Str�omungsge-
schwindigkeiten geringer. Wie zu erwarten, kommt es im Bereich der Ri��o�nungen zur
Ausbildung von rip-currents. Die im Strandbereich auftretenden Walzensysteme sind
ausschlie�lich auf die Unterschiede in der Verteilung der Wellenenergie zur�uckzuf�uhren.

6.3.2 Testfeld Rantum auf Sylt

Zum Abschlu� wird das entwickelte numerische Modell auf eine nat�urliche sandige K�uste
angewendet. Zur Analyse des hydrodynamischen Geschehens wurde aus einer Topogra-
phieaufnahme im Mai 1988 ein Topographiemodell mit 3881 Knoten erstellt. Auch bei
der hier dokumentierten Simulation wurde das schon im letzten Abschnitt spezi�zierte
Extremereignis zu Grunde gelegt.

Die entstehende Wellen- und Str�omungsverteilung, wie sie in Abbildung 6.14 dar-
gestellt ist, ist wesentlich komplexer als im Fall der idealisierten Topographie. Erschei-
nungen, wie das Verhalten des Seegangs hinter Ri��o�nungen und die dort entstehenden
Str�omungsstrukturen sind �ahnlich denen in der idealisierten Topographie. Hingegen ha-
ben Unregelm�a�igkeiten in der Tiefenstruktur des Tiefwasser- und �Ubergangsbereiches



112 KAPITEL 6. MODELLVERIFIKATION UND ANWENDUNGEN

recht gro�en Einu� auf den berechneten Wellenfortschritt. Es zeigt sich auch, da� die
klare Zuordnung von Ursache und Wirkung, wie dies in der idealisierten Topographie
der Fall war, im allgemeinen nicht mehr m�oglich ist.

Ausgehend von den hier berechneten Ergebnissen ergibt sich die Notwendigkeit,
zur Veri�kation solcher Modelle, auf einen in sich konsistenten und dar�uber hinaus
�achenhaften Datensatz zur�uckgreifen zu k�onnen. Die Scha�ung solcher Datens�atze ist
mit einem hohen Aufwand verbunden.

Diese Anwendung zeigt sehr deutlich die M�oglichkeiten eines solchen Modells auf,
ohne jedoch dabei auf n�ahere Details einzugehen. Im Zusammenhang mit systemati-
schen Untersuchungen und vereinfachten Topographien ist es nun m�oglich, Ver�ande-
rungen in der Topographie vorzunehmen und deren Wirkung auf die Hydrodynamik im
K�ustenbereich zu untersuchen.
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Abbildung 6.12: Simulationsergebnisse f�ur schr�agen Wellenanlauf
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lung im Testfeld Rantum
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung

Ziel der vorgestellten Arbeit war die Entwicklung eines Simulationsmodells zur Be-
schreibung von Wellen- und Str�omungsfeldern, wobei die Anwendbarkeit auf K�usten-
gebiete mit gro�er Ausdehnung sichergestellt werden sollte. Besonderer Wert wurde
auf eine (im Rahmen der Modellvereinfachungen) exakte Wiedergabe der Interaktion
zwischen Seegang und Str�omung gelegt. Die mathematischen Grundlagen hierf�ur und
speziell die Beschreibung des Str�omungsgeschehens wurden im Kapitel 2 dargelegt. Spe-
zielles Augenmerk wurde hierbei auf die Darstellung der Modellvereinfachungen eines
tiefenintegrierten Str�omungsmodells sowie eines allgemeinen Wellenpotentials gelegt.
Im Kapitel 3 ist es gelungen, eine mathematisch exakte und sehr einfache Formulie-
rung f�ur die Beschreibung der Ausbreitung monochromatischer Wellen zu entwickeln.
Der formale Aufbau der Gleichungen zur Bestimmung der Wellenzahlvektoren ist da-
bei unabh�angig vom Grad der betrachteten E�ekte. Die Gleichungen haben dasselbe
Aussehen, unabh�angig davon, ob eine zugrundeliegende Str�omung, Di�raktion oder ein
schwach bis mittel geneigter Seegrund vorliegen. Es war m�oglich, die von YOO [47] ent-
wickelte Dispersionsbeziehung f�ur schwach bis mittel geneigten Boden ohne zus�atzliche
Annahmen und Vereinfachungen einie�en zu lassen und numerisch umzusetzen. Im Ge-
gensatz hierzu hat YOO [47] diese zwar hergeleitet, konnte sie jedoch auf Grund seiner
komplizierten Formulierung der Wellenzahlgleichungen nicht numerisch realisieren.

Die im Abschnitt 3.1 entwickelte neue Formulierung der Wellenzahlgleichungen er-
laubt eine Bestimmung des Charakters der Gleichungen und eine physikalische Inter-
pretation der auftretenden Terme. Es konnte eine direkte Kopplung der Gleichungen
bei der numerischen Realisierung sichergestellt werden.

117



118 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Innerhalb von Kapitel 3 wurden weitere physikalische E�ekte bei der Interaktion von
Seegang und Str�omung in das entwickelte Simulationsmodell einbezogen. Hierbei wurde
an Hand in der Literatur dargestellter Modellvorstellungen zum Wellenbrechen, zu tur-
bulenten Erscheinungen und anderen E�ekten, die Integration dieser in die vorgestellte
Modellphilosophie dargelegt.

Neben der integralen Betrachtungsweise bei der Entwicklung von Modellgleichun-
gen zur Beschreibung der Interaktion von Seegang und Str�omung konnte auch bei
der numerischen Approximation das Prinzip der ganzheitlichen Betrachtungsweise bei-
behalten werden. Es konnte gezeigt werden, da� sowohl f�ur die Flachwassergleichun-
gen als auch f�ur die Wellengleichungen ein streamline-upwinding-PETROV-GALERKIN-
Verfahren anwendbar ist. Dabei mu�te eine Erweiterung des streamline-upwinding-
PETROV-GALERKIN-Verfahrens auf vektorwertige Unbekannte vorgenommen werden.
Es wurden Schrittweitensteuerungen in Zeitrichtung mit verschiedenen Integrationsver-
fahren implementiert, um dem dynamischen Verhalten der zu simulierenden Gr�o�en
gerecht zu werden. Durch die Anwendung der Methode der Finiten Elemente ist eine
exible, den hydrodynamischen Gegebenheiten angepa�te Diskretisierung m�oglich. Auf
Grund der direkten Kopplung der Modellgleichungen entstand ein stabiles und eÆzien-
tes numerisches Modell.

An Hand verschiedener Testf�alle, f�ur die analytische L�osungen existieren, konn-
te nachgewiesen werden, da� sowohl die entwickelten Modellgleichungen als auch das
numerische Verfahren, diese L�osungen sehr genau wiedergeben. Ausgehend von einer
idealen Strandtopographie wurde das hydrodynamische Verhalten in einer nat�urlichen
Topographie diskutiert. Dem Schwerpunkt dieser Arbeit entsprechend, mu�te allerdings
auf notwendige Veri�kationen an Hand von Naturdaten verzichtet werden. Diese zum
Teil gro�r�aumigen Simulationen haben gezeigt, da� die vorgenommene exemplarische
Implementation unter praktischen Gesichtspunkten tauglich ist.

Da die Seegangs- und Str�omungsverh�altnisse und speziell deren Interaktion sehr
komplex sind, hat das hier vorgestellte und entwickelte Modell nicht den Anspruch, die
nat�urlichen K�ustenprozesse exakt wiederzugeben. Vielmehr soll es ein Werkzeug sein,
das zum immer besseren Verst�andnis dieser Prozesse beitragen und zur prognostischen
Beurteilung von Eingri�en in die Natur dienen soll.

7.2 Zuk�unftige Erweiterungen

Das nun zur Verf�ugung stehende Modell kann eine Grundlage f�ur weitere Entwicklun-
gen sein. Dabei sind verschiedene Entwicklungsrichtungen vorstellbar. So kann die For-
mulierung des Seegangsmodells ein Ausgangspunkt f�ur die Entwicklung von spektralen
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Seegangsmodellen auf der Grundlage der Modellvorstellung einer Superposition linearer
Wellen innerhalb eines Wellenspektrums sein. Hierzu sind Untersuchungen zur nicht-
linearen Interaktion zwischen hochfrequenten und niederfrequenten Wellen sowie der
spektralen Energiedissipation notwendig. Speziell die Wirkung des Wellenbrechens auf
die Energieumwandlungen im Wellenspektrum sind nicht mehr mit klassischen Brech-
kriterien beschreibbar.

Die vorgestellten Modellgleichungen gelten nur f�ur progressive Wellen. Eine Be-
schreibung von Wellenreexionserscheinungen im Rahmen der Gleichungen ist nicht
m�oglich. Wird jedoch vom Superpositionsprinzip zwischen einlaufenden und reek-
tierten Wellen ausgegangen, so ist es m�oglich, nicht mehr nur ein, sondern mehrere
Wellenfelder zu betrachten. Zur Beschreibung der reektierten Wellen wird eine neue
Randbedingung an der reektierenden K�ustenlinie generiert. Der Einsatz dieser Modell-
vorstellung wird bei einer spektralen Erweiterung des Modells an Bedeutung gewinnen.

In Anlehnung an die vorgestellten Einbindungen weiterer physikalischer E�ekte (wie
Turbulenz, Wellenbrechen usw.) ist es notwendig, an Hand von Natur- und Laborunter-
suchungen neue Modellvorstellungen einzubinden, die es erm�oglichen, die Feinstruktur
der k�ustennahen Str�omung und der Dynamik in sehr achen K�ustengebieten wiederzu-
geben. Hierbei m�ussen jedoch immer die G�ultigkeitsbereiche der Teilmodelle und des
daraus entstandenen Gesamtmodells beachtet werden.

Im Rahmen des Wellenmodells ist es notwendig, e�ektivere numerische Approxima-
tionen der Di�raktionse�ekte zu realisieren.

Speziell zum immer besseren Verst�andnis der k�ustennahen Str�omung wird es not-
wendig sein, eine Erweiterung des Str�omungsmodells auf ein Mehrschichtenmodell zur
Beschreibung der Dreidimensionalit�at durchzuf�uhren. Es wird jedoch nicht ausreichend
sein, mit Hilfe eines solchen dreidimensionalen Str�omungsmodells beispielsweise den un-
dertow nur zu beschreiben. Vielmehr wird es dann auch notwendig sein, die Interaktion
zwischen Str�omung und Seegang neu zu betrachten.

Es wird eine Erweiterung des Modells um Transportvorg�ange notwendig, um das
Bild der Hydrodynamik im K�ustenbereich zu vervollst�andigen. Dabei ist die exem-
plarische Implementation der Transportgleichungen in Form der Wellenamplituden-
Gleichungen schon gegeben. Auch hier ist die Verwendung eines streamline-upwinding-
PETROV-GALERKIN-Verfahrens naheliegend. Wesentliche Unterschiede ergeben sich
in Abh�angigkeit vom zu transportierenden Material, so zum Beispiel Salzkonzentratio-
nen oder Sedimente.

Alle Erweiterungen dienen dazu, ein Werkzeug zu entwickeln, welches dazu beitragen
kann, die physikalischen Vorg�ange im K�ustenbereich besser zu verstehen. Ein solches
Modell kann als Entscheidungs- und Planungshilfe f�ur Eingri�e des Menschen in die
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Natur dienen. Es erm�oglicht reproduzierbare Relativbetrachtungen von Zust�anden im
K�usteningenieurwesen durchzuf�uhren.
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