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Die Methode der Finiten Elementeist ein numerisches Verfahren zur Interpol ation vorgege-
bener Werte und zur numerischen Approximation von L ésungen stationdrer oder instationa-
rer partieller Differentialgleichungen bzw. Systemen partieller Differentialgleichungen.
Grundlage dieser Verfahren ist die Formulierung geeigneter Finiter Elemente und Finiter
Element Zerlegungen. Finite Elemente besitzen in der Regel eine geometrische Basisbeste-
hend aus Strecken im eindimensionalen, Drei- oder Vierecken im zweidimensionaen und
Tetra- oder Hexaedern im dreidimensi onal en euklidischen Raum, eine Menge von Freiheits-
graden und eine Basis von Funktionen. Die geometrische Basiswird nachfolgend durch die
geometrische Zelle verallgemeinert.

Geometrische Zdlle

Einegeometrische Zellebeschrei bt die geometrische Basiseines Finiten Elements unabhan-
gigvoneiner festgel egten Eckenanzahl im n-dimensi onal en euklidischen Raum R". Diegeo-
metrische Zelleist eine kompakte Teilmenge K des R". Die kompakte Teilmenge wird Uiber
eine Menge von ausgezei chneten Punkten P C K beschrieben. Die ausgezei chneten Punkte
Po - » Py € R"™ werden al's Konfiguration bezeichnet.

Eine spezielle geometrische Zelle ist die konvexe Hillle einer Konfiguration. Die konvexe
Hulle wird hier Gber die homogene Formulierung der Linearkombination einer Konfigura-
tion definiert. Die Faktoren der Linearkombination sind grof3er oder gleich null.
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Die konvexe Hullewird hier alskonvexe Zelle bezeichnet. Die ausgezei chneten Punkte der
Konfiguration werden Ecken der konvexen Zelle genannt.
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Abbildung 1: Konvexe Zellen
Werden zusétzliche Anforderungen an die Ecken einer konvexen Zellegestellt, 1&% sicheine

speziellekonvexeZelleentwickeln. Eine Ecke p; der konvexen Zelle heil3t echte Ecke, wenn
sie nicht als echte Linearkombination

beliebiger Punkte der konvexen Zelle dargestellt werden kann.
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Abbildung 2: Konvexe Zellen echter Ecken

Eine weitere spezielle geometrische Zelle ist die nicht konvexe Zelle. Eine nicht konvexe
Zellewird Uber regularisierte Mengenoperationen ausder konvexen Hulleder Konfiguration
und konvexen Subzellen bestimmt. Konvexe Subzellen beschreiben die Punkte der konve-
xen Zéelle, die in der nicht konvexen Zelle nicht enthalten sind [7].

Abbildung 3: Bestimmung nicht konvexer Zellen aus konvexen Zellen

Wesentlich fur die verallgemeinerte Behandlung konvexer und nicht konvexer Zellen als
geometrische Zellen ist eine einheitliche Beschreibung aler Punkte einer geometrischen
Z€elle. Dies wird durch eine einheitliche Formulierung von Zellkoordinaten erreicht.

Zdlkoordinaten

DieBeschreibung der Punkte einer geometrischen Zelleerfolgt Uber ein auf die Ecken bezo-
genes Koordinatensystem. Aus der homogenen Formulierung der konvexen Zelle (1) bieten
sich die Faktoren der Linearkombination alsK oordinaten an. Besitzt eineZellegenaun + 1
linear unabhéngige Ecken, sind die Faktoren eindeutig und heif3en baryzentrische Koordina-
ten [5]. Besteht eine geometrische Zelleaus mehr as n + 1 Ecken, sind die Faktoren nicht
eindeutig. Eine mogliche Bestimmung der Faktoren griindet sich auf die natirlichen K oordi-
naten einer Menge ausgezeichneter Punkte [8]. Die natirlichen Koordinaten ergeben sich
Uber die Voronoi-Zerlegung zweiter Ordnung [4]. Diein dieser Form bestimmten Faktoren
der Linearkombination werden Zellkoordinaten genannt.
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a) geometrische Zelle b) Voronoi-Zerlegung 1.0rdnung ¢ ) Voronoi-Zerlegung 2.0rdnung

Abbildung 4. Geometrische Zelle, Voronoi-Diagramme erster und zweiter Ordnung

DieVoronoi-Zerlegung erster Ordnung einer konvexen Zellewird beztglichihrer Ecken be-
stimmt. Jeder Ecke der konvexen Zelle wird eine Voronoi-Region zugeordnet. Eine Vor-



onoi-Region einer Ecke ist die Menge von Punkten, deren Abstand zur Ecke kleiner oder
gleich ihrem Abstand zu den Ubrigen Ecken ist.

VR(p,) 1= {p e R":d(p,p,) =< d(p,py) Vi = K| (3)

Die Voronoi-Region zweiter Ordnung einer konvexen Zellewird beztiglich ihrer Ecken und
einem Punkt p der konvexen Zelle bestimmt. Eine VVoronoi-Region zweiter Ordnungist die
Mengevon Punkten, deren Abstand zum Punkt p kleiner oder gleich ihrem Abstand zu einer
Ecke p; ist, wennihr Abstand zu dieser Ecke kleiner oder gleichihrem Abstand zu den Gibri-
gen Eckenist.

VR(p,pj) ‘= {q e R":d(g,p) < d(q,pj) < d(g,p,) YV k = j} (4)

Die Menge aller Voronoi-Regionen der Ecken heil3t Voronoi-Zerlegung erster beziehungs-
weise zweiter Ordnung.

VZ:={VR,VR,...,VRy} (5)

Die Zellkoordinate des Punktes p bezlglich der Ecke p; wird Gber die Voronoi-Regionen
zweiter Ordnung bestimmt. Jeder Voronoi-Region erster oder zweiter Ordnung 183 sichein
L ebesgue-Mal3 u(VR(p,)) bzw. u(VR(p, pj)) zuordnen [4]. Dieses MaR entspricht im 2-di-
mensi onal en Raum dem euklidischen Flacheninhalt. Das Verhaltnis des Mal3es der Voronoi -
Region zweiter Ordnung einer Ecke p; und dem Punkt p zu der Summe der Mal%e der Vor-
onoi-Regionen zweiter Ordnung aller Ecken Pund dem Punkt p bestimmt dieZellkoordinate
des Punktes p fir die Ecke p; eindeutig.

Mpopy) = :(VR(p’ %) (6)

z “(VR(F’, pk))

k=0

Die Zellkoordinaten auf der Basis natiirlicher Koordinaten gentigen der homogenen Linear-
kombination (1). Besteht die konvexe Zelle aus genau n + 1 Ecken, entsprechen die Zell-
koordinaten den baryzentrischen Koordinaten.
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Abbildung 5: Koordinate xj fUr konvexe Zellen echter Ecken

Die Bestimmung der Zellkoordinaten Uber die Voronoi-Zerlegung zweiter Ordnung basiert
auf elner konvexen Beschreibung der Ecken[8]. Fir nicht konvexeZellen bleiben bestimmte



Beziehungen benachbarter Ecken unberiicksichtigt. Zwei Ecken heif3en benachbart, wenn
der Durchschnitt ihrer Voronoi-Regionen nicht |eer ist. Die Beziehungen benachbarter Ek-
ken der konvexen Subzellen werden fUr die Bestimmung der Zellkoordinaten nicht konvexer
Zellen vernachléssigt [7].
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Abbildung 6: Koordinate xj fur konvexe und nicht konvexe Zellen

Algorithmisch lassen sich die Zellkoordinaten Gber das Einfuigen des Punktes P, in die Vor-
onoi-Zerlegung erster Ordnung ermitteln [8]. Algorithmen zur n-dimensionalen Bestim-
mung einer Voronoi-Zerlegung erster Ordnung sind in [1] und [9] aufgefUhrt.

Geometrisches Element

Ein geometrisches Element besteht aus einer geometrischen Zelle und einer bijektiven Ab-
bildung.

GE:= (Z,F) (7)

Die Abbildung F weist einem K oordinatentupel der geometrischen Zelle ein K oordinatentu-
pel des geometrischen Elementes zu (Abbildung 7).
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a) Abbildung b) Koordinaten kj in der geometrischen Zelle und im Element

Abbildung 7: Allgemeine Abbildung

Klassische Abbildungen sind bei spiel sweise affine Abbildungen (Abbildung 8a)). Ein geo-
metrisches Element mit einer affinen Abbildung kann alternativ alskonvexe Zellebeschrie-
ben werden. Die Zellkoordinaten werden allerdings bezliglich der geometrischen Lage der
Konfiguration bestimmt (Abbildung 8b)).

a) Geometrisches Element b) Geometrische Zelle
Abbildung 8: Affine Abbildung



Die Menge der Punkte eines geometrischen Elements ist eine kompakte Teilmenge des R".
Jedesgeometrische Element i st daher eine geometrische Zelleund kann al ssol cheverwendet
werden.

Finites Element

Ein Finites Element besteht auseinem geometrischen Element E, einer Mengevon Frelheits-
graden G und einem Raum von I nterpolationsfunktionen ®.

FE:= (E,G,®) (8)

Einem Freiheitsgrad wird ein Punkt des geometrischen Elements, eine Basisfunktion desIn-
terpolationsraumes und in der Regel ein Wert einer gegebenen Funktion zugeordnet.

Der Trager des I nterpolationsraumesist das geometrische Element. Die zugehdrigen Basis-
funktionen werden in den Zellkoordinaten des geometrischen Elementes formuliert, wo-
durch eine geometrieunabhangige Formulierung der Basi sfunktionen ermdglicht wird. Eine
Basisfunktion nimmt im Frelheitsgrade, dem sie zugeordnet ist, den Wert eins an.
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Abbildung 8: Finite Elemente

Im weiteren werden exempl arisch Finite Elemente verwendet, deren geometrische Elemente
die identitive Abbildung besitzen. Die Lageihrer Freiheitsgrade entspricht den Konfigura-
tionen der geometrischen Zellen. Die Werteder Frelheitsgrade sind skalare Grofen. Die Ba-
sis der Interpolationsfunktionen sind die Zellkoordinaten ¢;(A) : = A;. Sind die geometri-
schen Zellen Dreiecke oder Tetraeder, entsprechen diese Finiten Elemente Drelecks- bzw.
Tetraeder-Elementen mit linearen Basisfunktionen. Sind die geometrischen Zellen Recht-
ecke, entsprechen diese Finiten Elemente Rechteck-Elementen mit bilinearen Basi sfunktio-
nen [2].

Finite Element Interpolation

Eine Interpolation bestimmt die Naherung des Verlaufs einer unbekannten Funktion f(x)
durch eine bekannte Funktion f(x). Die Funktionswerte beider Funktionen stimmen an einer
vorgegebenen Menge von Punkten P tberein f(p;) = ?(pi). Die Funktion f(x) wird nachfol -
gend a s Linearkombination der linear unabhangigen Basi sfunktionen und der Ubereinstim-
menden Funktionswerte formuliert.

N
f(x) 1= > ;00 f(p)) )
i=1



DieFinite Element Interpolation verwendet al s Basi sfunktionen die Bas sfunktionen des|n-
terpolationsraumes v, : = ¢;(A). Die Menge vorgegebener Punkte P der Interpolation ent-
spricht den Punkten der Freiheitsgrade eines Finiten Elements.

1.0 v;.e 01;,.,,0 752 3

S i sy O 0.0
1.0 05 00 04
Abbildung 9: Finite Element Interpolation auf einem Finiten Element (¢;(A) : = ;)

Beziiglich der Menge vorgegebener Punkte P kann eine Finite-Element-Zerlegung des Rau-
mes R " bestimmt werden. In Anlehnung an Simplizialkomplexe[6] werden Element-Zerle-
gungen basierend auf Zellkomplexen [4] verwendet. Die Interpolation auf der Finiten Ele-
ment Zerlegung wird Uber die Finite Element Interpolation auf den Finiten Elementen der
Zerlegung bestimmt.

Finite Element Approximation

Eine Finite Element Approximation ist eine numerische Naherung der unbekannten L dsung
u(x, t) einer Gleichung F(u). Auf der Grundlageeiner zeitlichenund réaumlichen Diskretisie-
rung wird diese numerische Approximation der Gleichung F(u) bestimmt. Die numerische
Approximation beztglich der Zeit kann mit verschiedenen Zeitschrittverfahren ermittelt
werden [z.B. 3]. Die numerische Approximation beziglich des Ortes wird ausgehend von
der Uberfiihrung desunendlichen L ésungsraumesder Lésung u(x, t) in einen endlichen L6-
sungsraum diskreter Lésungen G(x, t) bestimmt.

ux,t) — G(x, t) (10)

Die diskrete Losung ((x, t) wird durch eine Linearkombination von Basisfunktionen g;(x)
des endlichen Ldsungsraumes und diskreten Werten der L6sung G(pi, t) an vorgegebenen
Punkten P formuliert.

N
00,0 = > 50 lp;, ) (11)

i=1
Die Abweichung der diskreten L 6sung von der exakten L6sung wird als Defekt bezei chnet.

d = F{) - Fu) (12)

DasZidl Finiter Element Verfahren, die den Defekt nutzen, besteht in der Minimierung des
Defekts. Das Standard-Galerkin-Verfahren geht dazu davon aus, dal3 der Defekt nicht im
endlichen, sondern im unendlichen L 6sungsraum auftritt und fordert die Orthogonalitét des
Defektes beziiglich einer Basis des endlichen Ldsungsraumes.



[Cj(x) ddQ =0 (13)
Q
Das Verfahren liefert ein Gleichungssystem mit den Unbekannten (i(p;, t). DieK oeffizienten
des Gleichungssystems werden auf der Grundlage einer Diskretisierung des Ortsraumes €2
bezlglich der vorgegebenen Punkte Pbestimmt. AlsDiskretisierung desOrtsraumes Q2 wird
eine Finite Element Zerlegung gewahlt. Alsendlicher Ldsungsraumwird der I nterpol ations-
raum eines Finiten Elements gewéahlt.
Exemplarisch wird eine numerische Approximation der Ldsung der 2-dimensionalen Diffu-
sionsgleichung mit entsprechenden Anfangs- und Randbedingungen bestimmt [3].

ou_ fo2u , o2u) _
Die Durchfuhrung des Standard-Galerkin-Verfahrens fir die 6rtliche Approximation und

des impliziten Euler-Verfahrens fur die zeitliche Approximation liefert ein Gleichungssy-
stem

At+1

M -D) " = Mmi, (15)
dessen Massenmatrix M und Diffusionsmatrix D sich aus der Auswertung der Integrale
_ 1 _ 9P, 9P, I 9b; | agp; 9D,
Q aQ Q

auf einer Finiten Element Zerlegung ergeben. Als Diskretisierung des Ortsraumes Q2 sind
grundsétzlich beliebige Finite Element Zerlegungen basierend auf geometrischen Zellen
modellierbar.

Das Gleichungssystem (15) wurde auf der Grundlage strukturierter Finiter Element Zerle-
gungen fur ausgewdahlte Zeitschritte gel 6st (Abbildung 11b)). Als Anfangsbedingung wurde
einer Menge von Frei heitsgraden die Stoffkonzentration eins zugeordnet (Abbildung 11a)).
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a) Anfangsbedingung b) Approximationen mit k = 10-°

Abbildung 11: Approximationen der Ldsung einer 2-dimensionalen Diffus onsgleichung

Zusammenfassung

Die geometrische Zelle wurde as geometrische Basis eines Finiten Elements formuliert.
Diese geschl ossene geometrische Formulierung fihrte zu einer geometrieunabhangigen De-



finition der Basisfunktionen eines Finiten Elements in den Zellkoordinaten der geometri-
schen Zelle. Finite Elemente auf der Basis geometrischer Zellen wurden als Bestandtelle Fi-
niter Element Zerlegungen in Finiten Element Interpolationen und Finiten Element
Approximationen verwendet. Die Finiten Element Approximationen wurden am Beispiel
der 2-dimensionalen Diffusionsgleichung Uber das Standard-Galerkin-Verfahren ermittelt.
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